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Iccome il terzo ed insieme ultimo Tomo che ter- 
minaf daveva il mio Corso ^ era di una soverchia mole» cosi 
fio giudicato miglior partito dividerlo in due. 

11 Tomo terzo dunque , che or viene alla luce 5 è il pe- 
nultimo e con un quarto , il qu&Ie già trovasi sotto il Tor- 
chio^ énirà il Trattato. 

In questo Tomo si contengono più ampie Teorie so- 
pra r integixizione delle funzioni differenziali , e differen- 
ziali parziali, e la dottrin^a degl* integrali delie equazioni 
di qualunque classe « estesa quanto permette lo stato at- 
tuale deli'Analià. 

Sono neir ultimo le dottrine sopra le soluzioni partico- 
lari ; «opra i contatti delie curve a doppia curvatura e 4elle 
superficie sopra le «uperficie generate dal movimento di altre : \ 

sonovi egualmente ulteriori applicazioni alla Geometria ed 
alla Meccanica , e la generai Teoria dei Massimi e dei 
Minimi delle formule differenziali ed integrali, conosciu- 
ta sotto il nome di Calcolo delle Variazioni ; con due 
Appendici poi, una sopra le differenze -differenziali, e l'al- 
tra sopra gì* infinitesimi , termica il Tomo. 

Alla fine poi di quel Tomo porremo la nota degli 
Errori tipografici occorsi in tutta 1* Opera . 
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C A P V. 

CONTIJfUAZIONE DELLE DOTTRINE 

ESPOSTE NEL CAP. I. 

Sopra V Ititegrazione delle funzioni. 
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§. 1 48. \ filanto aLIìiaiDO detto nel £Jap. I. sopra Tlotegrar 

zione delle fdnzioni > non formando nna Teorìa 
.che possa dirsi in certe modo completa per lo stato attuale della 
^Scienza , ho creduto prezzo d' opera aggiungere le cose che seguono. 

jSia -^£iz!±/i?{_^ Ja formula differenziale della quale si.vOr 
glia r integrale . Supponiamo per questo 



r dp(f^stotp^_ =: A/^^ /•^BHhC£w_^ indicando per 

A , B , C quantità costanti da determinarsi : ora ad oggetto di ot- 
tenerne i respettivi yalori, prendiamo i diifercnziali dell* uno e dell'al- 
tro memt)ro di questa supposta equazione j ed avremo > togliendo i 
denominatori comuni , ' 

f ^ g cos p =i A cos f> {a »{• ,bcos ^ ) ^ nAbjsen^* .^ (Bh* 

,Ceos(p)(a^ èco»p)t 

]a quale a «ansa di '«e» ^* == i •—'fiosp* prende qnesta forma 

{ — /h- nAb H- Ba} h- { Ca h- B6 -^ Aa — ^}- cos p ^ .. 

\Ab — nAb H- Co}- cosp* = o, da .coi si ricavano l'equazioni 

Ba -t- nAò r—fs= o , Ca -f B6 -j* Aa — ^= o , Ai — nAb -i- 
C6 = o, e quindi , 4^ 

7b;w. ///. A *'• 
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Avremo in questa gnisa ridotto V integrale della proposta 
formula a quella di una formula ad essa simile., nella quale però 
il denom^inatore è elevato ad una potenza minore di una unità. Co- 
sì supponendo indicato per n un numero intiero e positivo, ed an- 
dando di riduzione ittridx^ione, giungeremo iniiae alla formula in- 
tegrale di questa forma / ^^ j ^^^ l £~ > ^^^' integrazione della 

quale dipenderà quella della proposta medesima . 
§. 149. Per averne r integrale osserva, che 



dp^cofp __ €Ìp ifdlf) 



s-^bcos^P' * Ha^bcaip.) 



i danque 



a^ècotp J a-^heosp ò. J òia-^bcosp) b 



^'* — ^* r i^ — • e COSÌ r integrazione fei ridotta ancora a quellat 

k J s.-¥beQsp^ ^ 

■ 

d* una formula piii semplice y 



a ^ bcosp 



<' 



Facciamo tanfcXtb = t r ed av^remo dp == — -— ^ ; ma quc- 



r r 



Sta sostitazione ci dh 5e« i- p = :^^_^^y e cos-9 = ^^.^^^ r 
'" da> cai si ' ricava cos © =i ^^^ ; dnnqne a -^ hcos<? = 

IH-» V ^ y a-i-tcotp J «-+•* -fi « — »)»* 

L'integrare di questa formula (loi) è tra angolo o nn lo- 
garitmo , secondo che il coefficiente di t* è positivo « negativo . 
. Nel primo- caso si ha . • 

f ?^_ = ? Are. tang. i \/ "Lz:^. essendo t=:ztang-^p^ 

QuestMotegrale svanisce quando (p = o*. Volendo poi quest in- 
tegi'ale esteso dal term^ine ^ = o sino a p = iSo"* , ovvero f = co > 
si avrà 
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CÀLCOLO iNfJ.GRAlE GAP. T. g 

f — ^ — = ,, ^ , ■ ; . — -, essendo r la aemÌMnfcria per il 

ra^io I. 

^. J50. Si può a;icora ottenere 1* integrale di j— ^? — espres* 

* . ■' ' 

60 in serie ordinata per i coseni degli angoli multipli ; infatti essendo 

„ — ^! = i — n cos (p ^ ncQS ©* — n^ eoe p^ -j* n^cos a^>~ eo. 

Si cangino le potenze del coseno in coseni degli angoli ffnltipli 
per mezzo delle formnle di trasformazione , 4ate per questo oggetto 
neir introdnzioqe al Calcolo Sa})lime j ed ayrenio pet le ppteoze 
impari 



cosp — 


= cosp 


€08 p'' s: 


aJ-COS^-i- ^ C(^%P • ' 


COSp' s= 


1 


€OS<f>^ - 


= l^cos^ -h JJ cos 5^ H- ^ cos 5^ -4. i^COB^P 


cosp* - 


-^<?05^ ^ ^COS ZP ^ f^COS $p^ ^COS'IP 


■ i 

35$ 


COS^pf 



• J» • M 



ove l>isogaa avvertire che facendo generalmente 

cosp = Aco^^ -n BcD53(p rh C«w5p H* Dcos^j^ h* 



£ cos g(p H-* ec , si ha 

n 1.3. 5,. .•(ai» -ri) i 6 IO 14 4M — • 



2.4.6....2« « ^««-^ 334 



• • « • 



ibH-I w-h3 W-i"3 «r-1-4 

e per le potenze pari, 
cos^" = I 

COSf* = i. -^ Ì-C0S2» 

a a 



-. V». T'-. 
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cos4b* = X H- 4-COS2P -4- ~^C0S4P 

COSO)" = — -4- 21cos aa H- — cos 4^ -4- -L cos 60 



- > 

,a generale ponendo 

C05 ^ = A' -4- B'co5 2^ -t- C'cos 4^ -4- D'cos 6^ -*. Kcos Bp -»- ec. 

« ta ... 



I I 



.jt* .^ 1.3. <••...< «u» — i) ,,_ _ji_ ^ fo M 4«»— « 

ae4.6.....ai» 2**~* 234 1» 

i' = Jy?- A'i C = ?^-' B'i D' = ^^C; E' = ^L^b- ce. ; 

m^ìrl iwHra «-+-3 «•■♦•4 

'G ora si sostituiscono questi valori biella seri» dbe ^a£i|^nEC6at^ 
sviluppa di YZ^^^> ^' «vrk 



I 


" 1 




lHt-«^0<9 


• 


-{ «:• 


-h ^ «' -4- '° «^ H- 4^ «'" H- ec. } cos^ 
'4 . :** <S4 • : ^ *^ 






'i^^n^'i'f,n<^-i'-^,n^^eo.}cos2p 




-{t»'- 


^±n' H- J' n^ ^ 2^«' -^ «^- } ^o<^ 3^ 




^{i«% 


■•* "è "" "^ i^*' H- «e. } cos 4^ 






^ ji^' -^^^^ -^ ^'^ì ^^' 5P 


« 




^ S-jj^ ^ ec. \ cos 6p 




— ec» 


% 


Se pertanto si fa 


* 


I 


= A" — 

- ..a 


K'cos^ -h Cco^a^ — JTcos^p ►!• 


I H* » «ox {k 


avremo 




« 



ec. 



CALCOLO IITTEGRALE C A 9. V. e 

A"= I-^-ì•'2""-^-|»*-^•0«*H-^/^'-^ec., ovvero 






A 



/^- 



Si ridarranno così ad espressioni finite anche gli altri coeffi- 
cienti : ma per vedere più facilmente la legge che seguono tra di 
loro, e come dato il primo A", si possaqo trovare tutti gli altri, 
moltiplichiamo 1* equazione 

9 

7^7^ "= ^" "" ^^^ ^ "** ^ "^^ *^ ~ B'cos si> -*■ W<:os 4^ - ec. 
^r 1 -h n'cos p f e poiché 

ws<pcosmp = ~cos(^m — 1)^ H--co»(/aH- 1)^, avremo 
1= A"- ^-^ B'cos^ H- Ccos2p — D"co*3^ -^-ec. 
— -iB"/2 H- A^'acosp — -^B"ncos2P -f- —Cncos^p^ir ec. 

H- ^ C"/2 cosp — J- D";?. C05 2^ ^ — E"/2 cos 3^ -h ec. 

ed in Conseguenza 

B" = ^ ( A" — I ) , : C" = ^°'^-«^'^" , D" =« 25:1^, 

1 

•E" =r ^P" ^ <^^''' P" — 2E'^ - P"» «, 
•*» =^ r— % 1! =s , ec. 

Trovati qnesti coefficienti > avremo facilmente 1* integrale 
y — ^™— ; imperocché essendo /cT^. cos nz^ =r^senm<py s* avrà 

fri——: = A'> — B'se/z^ -^t. 4-Cl"se»a© — — D'se/t 2fi> 

— E"^e» 4^ — ec. ) serie che progredigce secondo i seni de- 

gli wgoH ^ > 'a^ , 3^ ec. Osserviamo che se /z > i > tutti i coef- 
iicienti A'^ , B'^ , G''^ €9. y ^iyepgojio .iaicDaginarj , e quindi non 
può in questo caso aver luogo la nostra risoluzione .Se n=z i ^ 

essendo allora i h- cos 4> = a ùos — ^'- > si avrà 
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Sì vede dà^quanto abbiam detto , come potrebbero aversi gV in- 
tegrali delle differenziali trascendenti trattate alla fine del Gap. I, y 
espressi in serie ordinate per i seni e coseni degli angoli mnlriplr. 

§. igi. Vogliasi ora esprimere per una serie secondo i seni 
degli angoli multipli > V integrale di d(p ^i ^n cos q> )" ^ qualua- 
<|ae sia m . 

Facciamo per questo 

{l ^ n POS ^ )■ == A ^ B cojs <p i4- C POS (2^ ^ D cós 3^ H* 
E cos 4P H* ec. > ed essendo 

( I H- /2 C0.9 <p )■ = I ^ J^n cos p ^ !!L[^ll.Li n* cos (p^ ^ 

n»(« — i)(ffl — a> ^s ^^g ^5 ^ ^^ gg yj sostituiamo iovece delle 
1.2.3 

potenze del coseno le espressioni riportate al §. antecedente^ avremo 

• 2,3 * 2.2.4.4 

2.2. 4.4* 6.6 

Trovato questo valore di A , si potranno facilmente trovare i 
valori degli altri coefficienti in questa guisa: 

Essendo A , B 9 C ec. tante funzioni di /tz ^ si prenda la 
differenza finita rapporto ad m 9 facendo aumentar la m di un^i 
unità d^lla supposta .equazione 

( I i-^ 72 CQS ^ )* =;= A -+ B cos ^ «-fi ec- > ed avremo 






AA H- AB cos p H- AC cóSs a^ h- AH <?05 3^ h- ec. ; quindi 

nAcosp H- TÌBcoscp . cos p h- /iC cos p . cos zp -+• nD co$(px 

cos sp H* ec. = AA h- ÙÌBcos p h- AQco* 2^ ri- ADX 



cos 39 ^ AEco«4^ H- ce. , ovvero 



», 



nAcosp -h 72B {-i- -h j cos 2^ }- H- «G-f-lcos^ H-— cos3(J>} 



CALCOLO INTEGRALE GAP. V. ^ 

riD {^eos2(p h« —cos^p} -4-ee. = AA h- AB cos^ 
AC eoa ^p -h AD cos ^(^ h?* ec. , 
dalla quale equazione si ricava 

B = -1AA , C = -iAB — aA, D = ^ AG — B 

» » n 

E = -^ AD — G , F = -1 AE — D ec. > ed iti conseguenza 
B = -iAA 

n 
.1* 



H, A'-A - 2 A 



D 
E 

F 
H 



^A'A- 


-3-4AA 




^A*A- 




« 


4a*a- 


-5j;A'A-f. s.-fAA 




^A'A- 


-6.»-;A*Ah- 9-^A'A- 


- aA 




-74A^A^i4.^A»A- 


- 7-,— AA ec. 



La legge con la quale progrediscono quest'espressioni è ma^ 
nifesta ; imperocché se indichramo per P,Q,R tre coefficienti 
consecntivi, e se avrem trovato 

P = 2^ a'A ~ a ^-- a'" * A H- 6 ^ a' "^ * A - e ec. , 

» » » ^ 



sarà 



R 



a 



'-^*./-fa 



/-i-a 



A'^^'A - ( a'H- I ) ^'a'a -i- ( &' ^ a ) X 



A A — (c'-f-6) ec: 



•'-» 






8 M A T E M A' T 1 e A' $ U Brx 1 ItE-" . 

anzi se noi indichiamo per M , funzione delle dae variabili ».» 

un coefficiente qualunque nell* espressione di R, essendo ^ l'indi- 
ce che determina la sitnazione di M ; e » l' jndióe che determina 
qaella di R , sarà M = M _ H- M _ ,. eqq^wone a 

differenze finite e parziali , dall' integrAzioue della quale à ricava 
r espressione generale di M^ . Non seguiteremo quest' indagine » 

perchè essa diviene oltre modo complicata . 

Per aver poi effettivamente le serie che esprimono i coeffi.- 
cienti A , B > G (Bc. , osserviamo che si ha generalmente ( Tom. I. § 14) 

A{a;(^-.|)(a? — 2)(ic — 3).,..(a? — w)}==a:(a? — .f)X 
{x — 2 ) ...... . (a? — (OH- I ) (w H* .1 )4 .dunque .essendo 



A = I -u **<** - ' ^ n* .-u "(«»-0(w— g)( "» —3) „♦ 

^^' lt.2 ^^ 2.3.4.4. ' "*" ' * ' ' ' * ' 

^^^^- "^Tl^r^i^r - "'^^""'^ „« ^ ce. , avremo ■ 

— ^ . — ^ n .-H* ce. > 

51..2.4.4.6 j • 

e = -? AB - aA = 4«7^ /!!*i'?iiJJ ^ tt«(.»-i )■(«»-») («^-3) j^» , 



2.2.4.4.6. 



3 w(w~t)(w-2)(«»-3) ( w-4V(<p~g!) 4. _. „ _ \ 

2.2.4.4.é^6.,8 • 7* ce./ 

» >■ 2.2.4.4.6 ^ ..... ^ -,. . 



2.3. w(m — 1)(« — 2) («—SH*»— 4l" * 



• • • • 



D 



2.2.4.4.<s.ó:.8 ^ .n'Hrec.}- 

E = -1 AD C = i6«* / 3'3«'(«»--0(«»-2)(iw~ a) 

» S 2.2.4.4.6.6.8 "^ 

"-^r^ .4.6.6.8,8.10 '^ "^ ^- > '• *^«"« ^°ali sene è chiara 

la legge , onde poter senza pena trovar quelle per gli- altri coefficienti. 
Trovati pertanto i valori di A , B , C ec. , otreilemo subito 
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fdp (ih-» cos ^ ) == Kp -4* B sen ^ h- ~ C sen i,p -f* 
— D sen \p H- ec. 

3 



I 



Per nltcriori dettagli sopra siffatte integrazioni rimettiamo i 



nostri Lettori al Calcolo Integrale del Sig. Euler , Tom. I. Gap. VI. 

§. 152. Le Formule Differenziali da noi finora trattate, o era- 
no integrabili algebraica mente , o dipendevano dalla rettificazione 
del circolo, e dai logaritmi . Consideriamo ora quelle, le quali di- 
pendono dalla rettificazione delle curve di secondo ordine , Ellisse 
ed Iperbola . Non mettiamo in campo la Parabola , imperocché la 
di lei rettificazione (106) dipende dai logaritmi. 

Supponiamo che s rappresenti l' arco qualunque di una curva , 

e noi sappiamo (81 ) che s =/( i H- C;^)* )^ ^^ > essendo a? 
r ascissa , y T ordinata della curva . 

Fer V Ellisse . 

Essendo rappresentato da aa V asse maggiore di ona Ellisse , 
da 26 r asse minore , da a? e da ^ le coordinate , presa V orìgine 

nel centro , si sa che jf"* = " ( a* — it* ) è T equazione di questa 

curva ; dunque V arco corrispondente a queste coordinate sarà 

^* — X» 

* —J — V. , ., — dx . 

Facciamo a* — tJiJL oc* = Ui ed avremo allora 

= ~/-7 '^ ^ •(«) 

Facciamo a* — ^-^~ «' = ~ > ed avremo pex un* altra tra- 
sformata 

Tom. Ili M 
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fz 



V -((-»•-*- i* )«*-«♦—«**• }• 



= r f ••'•"• ^ ■ - • • (i») 

Queste due formule ( i ) > (a) servono a riconoscere le differen- 
ziali che si riportano alla rettificazione dell' ellisse. Si avverta che 
noi supponiamjo che esse appartengano ad una vera ellisse , e che 
perciò a ^ h siano sempre diseguali. 

Dunque ogni espressione difFerenziale^ridacibile alla forma 

■- /j^'^ll^ ff^^zrQ)» ?tiandQ MyN,F,Q sono quantità positive dar- 

te, ha per integrale una quantità dipendente dalla rettificazione 

deir ellisse . Infatti se noi fecciamo ^5? =r — A , — = B .^ = Cy 

VP p ' P 

quest' espressione diverrà A . _^^^^__ ^ la quale paragonata 

con la formula ( r ) cr mostra che essa è il prodotta del fattore co- 
staìite A per la differanziale di un arco d' ellisse , di cui gli assi 
uà e f^b^ Sì trovano facendo a* -4* è* = B, al> = C , per il 

che si ha , 

aa = v/ {B H^ »VC) ^ V{ B — av^C ); 
ai^v'CB H*i^v/C) — ^/(B~.3v/C^ 
Se B < 2\/C questi due assi divetigotio immaginar) , ciò che 
ci assicura non avere la formula alcun integrale ; essa infatti è in 
tal caso ii&maginaria 9 e facilmente si vede > dando a quel radicale 

questa- forma V {(- ~ C) -^{u— jf} . 

Egualmente di ogni espressione differenziale riducibile alla 

• • • ■ 

forma ^^- ;- , esscnda M , P V Q y N sempre quantità 

■ 

positive , si- riporta V integrale alla rettificazione dell* ellisse j io- 
fatti è sempre facile ridarla a qaest* altra forma 
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* . ^* ' , r integrale della quale si ha dalla formula (a) , 

P.tfr r Jperbola^ 

Happresentando per 2a e a& gli assi di un' Iperbola > e per 
SCyy le sue coordinate prese dal centro f si sa che la di lei e* 

^nazione è jf' = ^ (a?* — a*). Noi suppooiamo ae b disegnali. 

Rappresentiamo per s Y arco djcUa cnrva che corrisponde a 
queste coordinate 9 e sì avrà 

Facciamo ora ^^^ a?* — a* :?= w* , e «ara « = *'f/*'"^fV » 
quindi 



7 y(*»H-*»). 



m*4lu 



J >/•{(«• — **)»•-+«* — «•*•}• 



(3)i 



e se poniamo fl±*! a?* — xi* =3 ^*, si ha a?£= ^*Y/*.'"^/.V g quindi 



— tf*»V» 



^ -""^ / V ■ ■ ■ ■ » — -. .^ ......... . (4)- • 

La quantità che è sotto al radicale è composta dei due fat- 
tori z/* H- 6% <i^ — i^* . Si osservi che il coefficiente di w* nel- 
le due formule (3) j (4) è positivo o negativo secondo che fi>6, 
ovvero 6 > a . 



Dunque ogni espressione diiferenziale della forma 



ÌAu*du 



nella quale M ed N possono avere qualunque segno , essendo P e 
Q positivi , ha un integrale dipendente dalla rettificazione dell' iper- 

hola; infatti facendo — = A, — = B, 4 = CI, si avrà 

VP ^ ' P P 

A.-—^^^L_^^^ che è il prodotto del fattore costante A per il 
differenziale di un arco d' iperbola , i cui assi sono dati da quest* e- 



1 
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qctazìoDe a* — i* = B , a*è* = G > ed abbiamo aa = v^ / aB =ir 

a/ (B* H- 4C)} , a6 = v/ { =fc av/( B* H- 4C ) — aB} . 

Nei termini di doppio segno prenderemo il superiore per non 
incorrere negli immaginar}. 

Egualmente r espressione -_^^^J!^?J^^^ , ove M , N , P , 

Q hanno le stesse condizioni dette sopra, è integrabile per mez- 
zo di nn arco d' iperbola , potendosi sempre ridurre alla for- 
mula ( 4 ) • 

§. I ^7. Consideriamo ori la differenziale ; ~^f- — ; — 

nella quale F è una funzione qualunque l'azionale di x. Sg in 
questa facciamo x =^^??, essendo p e 5 quantità costanti in- 

determinate, potremo sempre determinarle in maniera che spari- 
scano dal denominatore le potenze impari della variabile,; infat- 
ti sostituendo nel radicale ( il quale d'ora in poi rappresenteremo 
per R ) per x il suo valore , avremo un' espressione di questa 
forma R = V ( a' H- è.y H- cy^ -+ ey^ -*• Ky^ ) : ( i H- J' )* • Se 
pertanto facciamo &' = o, e' =::= o, avremo R = v/(a •«4- c'y^^ 
hy^ ) : ( I H- J' )* > e le quantità p e q saran date dalle due e- 
quazioni i' c= o, e =5= o : troviamo quest' fjquaziooi . Supponen- 
do decomposta in fattori reali del secondo ordine la quantità a h* 
&r H* cac' H* ea?' H- x^ , siano a?* — fx •^ gy a?* — f'x ^ g" 
questi fattori , e basterà sostituire in ciascuno di essi il valore di 
Xj ed eguagliare a zero i respettivi coefficienti della prima poten- 
za della variabile x che comporrà quei fattori medesimi; infatti ti 
avranno così due equazioni apj — ( P H- 5 )f^ 2g= Oy 2pq — 
(p •♦• 9 )/ H- ^g = o , dalle quali potrem ricavare i valori di 

jpg e di p H* 5 . 

Questi valori saranno sempre reali , imperocché jf , g jf » g 
sono quantità reali y quand* anche si trovassero dei fattori immagi- 
nar) nel quadrinomio. Ora anche i valori di p e di 9 saranno sem- 
pre reali , ed in conseguenza potrem sempre fare la riduzione so- 
pra indicata ; infatti acciò p , q siano quantità reali , bisognerà 
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che — (p H- 9 )* >-p5 r ovvero che — (p -h.g )* — pq cioè, 
— (p — qy sia una quantità positiva ► Rappresentiama per a > 

/3 , y , ^ le qoattra radici deir equazione cr h* Sjt h- ca?* H- 
ea?' H- «* = o disposte per ordine di grandezza se sono reali » 
e sarà /^=r « -+ P y ^ = «/3^ /' = y H- ^> 5'= y*^- Sostituiti 
questi valori nelle equazioni sopra trovate r avremo p'-H q == 

^i^,4^ . i«r = •^'rJlZT-V . « quindi i (P - 5 )• = 

tità positiva 9^ quanda le quattro» radici sona reali . 

Se a y ^ fossero immaginarie r saranna necessariamente di que* 
sta forma « = ot -r /^^/( — i )> j3 = m — wv/( — i), e perciò 
(«_ y) ( p_ y ) = (to _ y H-nv^( — I)) ( OT ~ y — 
ny/{ — I ) ) darà un prodotta reale e positivo ; egualmente 
{» — ^)(/^ — ^) darà anche un prodotta reale e positivo ; dun- 
que ancora in questo caso —{p — qY sarà una. quantità posi- 
tiva 5 ed i valori di p e g saran reali - 

Se tutte e quattro le radici fossero immaginarie) facciamo' 
allora « = m ^i^7iV{ — i ), /ì= m — ny/{ — i ) , y = Zh* 
hV { — O» 3^=? — hV{ — i)> e si avfà il prodotta 

{h — '2)v'C — ')}■ quantità reale e positiva; Io stesso es- 

seudo per il prodotto (et — ^) (^ — y)> ^^ concruderemo che 
ancora nel caso delle quattra radici immaginarie»: possiama avere 
per p e g dei valori reali . 

Se due delle quattro radici a y^^ y yS saranno eguali » il 
polinomio sotto il radicale risulterà dal prodotto di un quadra- 
to in un fattore trinomio ,^ e si potrà portare fuori del segno 
radicale quel fattore quadrato ; allora non trovandosi sotto que- 
sto segno potenze della variabile al disopra della seconda , la 
formula apparterrà a quelle che abbiamo considerate al Gap. L 

Quando tutte e quattro le radici fossero eguali , svanireb- 
be allora il radicale > divenendo^ razionale la formula da se ste^a. 
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Se poi la somma di due radici ,^ H* i^ fosse eguale alla somma 
delle due altre y H* /3 , si potrebbe in quel caso decomporre il 
polinomio in due trinomj a?* — xv ^ §tìy a?* — xa? h^ |3y , nei 
quali X = tfH*^ = ^^y. In questo caso ?i eliminerebbero 

le potenze impari facendo a? == j/ h- — • 

Abbiamo considerati questi casi particolari delle radici, poii- 
ehè in essi i valori dipH^g^e di p — q trovati superiormeUf 
te > divengono indeterminati ^ infiniti, o nulli. 

Risulta da quanto abbiamo detto , cbe facendo x = t±ll . 
e determinando opportunamente p , q come è stato fatto' qui sor 

pra , si ha v/(a -h bx ^ ex' ^ ex' h- hx^) = ^^ ^^ l'^X 1'^ *^^' ^ > 
e £^07 == L^m^^, e che in conseguenza possiam sempre trasfor- 
mare la formula —; r ^ — ; — i—n^ ^^6 ^ ^ ^u^ funziona 

razionale di a; , io' un' altra .. .^^/ ^-i^t^T) ^^^^^ quale Q è una 

funzione razionale di y ; così noi ci occuperemo deir integrazio- 
ne della seconda ; anzi potremo ancora ridurla pìij semplice fa- 
cendo che il suo integrale dipenda da quello di una formula 

— • — ^ — j—^ in cui la funzione h non contenga che le potea»- 

ze pari della y. 

Per questo osservo che qualunque sia la funzione Q^ essa non 

può avere se non la forma p^'^ > essendp rappresentate da A , B i 
C , D tante funzioni di y^ : ora 

By (AH-B^HC-jg^ ^ A C ^ BD^> ^^^y j dunque in. 



A 



dicando per L il primo termine di questo secondo membro , e 
per Hj^ r altro termine , si avrà 

r QJy -_ r L^> u r_— JM. 

Di queste due ultime formule integrarli-, la seconda sì riduce 
pili semplice se si fa j^* = i^ , ed allora divenendo essa della for- 
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^^ f »/( 'Ji^u-i-b'u*') ^ ^ ^^^ qa^^G U è una funzione razionale 

di u ) appartiene alla classe di quelle integrate al Gap. I. 

li* integrale dunque della nostra formula dipenderà da quel- 
lo di *-— — ^r^ — rr-— > ove L è una funzione razionale di y . 

§. 154. Sia pertanto proposta la differenziale -— — —^ — p^, 

nella quale P è una funzione razionale di a^\ e di questa cer* 
chianjo r integrale . 

Supponiamo prifflieramentè che P sia una -fonzìone intiera 
che rappresenteremo per A --h Ba?* -t* Cx^ H* •**.•.... -i* 

Ma? , e si tratterà d' integrare *'^^ — r-n ^ qualunque nu- 

mero intiero e positivo sìa m . Ora prendendo il differenziale del- 
la quantità ca^^'^^ V ( a h- 6V h* cV )> si avrà 
dx {{2771 — 3)x V^ ( a' H- b'x* H^ cx^ ) 

*,* ' 7 !/ i rrir^!-?! "V » 6 perciò ridncendo allo stesso denomi- 
natore ed integrando termine per termine , avremo , fatta R = 

Da . qoest* equazione si ricava 



20» — 

X 



J R 



-Vjc 



e quindi 



per «. = 4 , /'-^p ^ ^, d^R -.^/^ - ^/^ . 



ec. 60. 
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si vede di qui che tutta' la difficoltà si riduce ad integrare le 
formule jT^^ f^^^ giacché da queste dipende il valore di qua- 
lunque altra /^^~^. 

Supponiamo in secondo luogo che P sia una funzione razio- 
nale qualunque di 9?* . Gomincieremo allora dal separare in. P la 
parte intiera che può esservi contenuta , e questa moltiplicata per 
dx e divisa per R sarà trattata come abbiamo insegnato qui sopra. 
La parte fratta che resterà , si decomporrà nelle sue frazioni 
parziali secondo il numero <dei fattori contenuti nel denomiua- 

tore , ed avremo allora tanti termini della forma —^ — y ove N 

ed n possono essere reali o immaginar) , per il che tutta la dif- 
ficoltà dell'integrazione sarà ridotta a quella delle fòrmule «si- 
mili ad N" r ^ ^^ y m ^sendo nn uumero intiera positivo qiia- 
lunque . . 

Per aver T integrale /j ^ ^»)«r ' '^ almeno per farlo dipen- 
dere da nua formula ove l'esponente m m minore > differenzia- 



»R 



mo la quantità , * > -ed avremo 

% 

(«» -K» )•<[«' H- *'«• H- *'*♦ -♦• Vx*-¥ s«'x >^ «Kv — a ( m — t ) ( «'«• -*• Vx* •+ c'x* ) ix 

-ora diamo al numeratore dì questa frazione la forma 
{A (oc* H- 72 )» H- B (a?* H-wyH-C(«'^ a) H-D}d*, ciò 
che sarà sempre possibile > «d avremo. 

' ■ Il «T II I —■! ■ ..,■■■> t m i^mtmmymm T ■ \ ^' * ' ^ " ■• l' '21 ' » I w 



B</* .' €</* . . Jìd» 



i»*-*-»)»-^a • (*» -h »•)"-' R ' i*'-»-») 



;«-R » « qain^Ji 
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f Ad* ^^ r ^d» ^. r Cdx ^. r Ddx 

;rR 



Da guest* pltima ecjnazìonc 51 j-icara V integrale f ^, ^* .. 
idato per piezzo .degli integrali .delle .formule yi-j--^L___, 

if? j /* é^ , dal che si yede phe V integrale 

di / * . *^* ^,„ sarà .dato per ;nezzo .degl* integrali f--J!L.-^ 

.così r integrale yj^jt:^^ essendo dato per gr integrali y j^^;|*^^, - 

.ec. > sarà in conseguenza .dato per i tre integrali /r-r^— ^"^> 
r^ , rLfl:tll^ i jn generale si conci oderà jche da queste tre 

/ormule dipenderà 1* integrale di qualunque altra / * . ^* . j - : 
Dunque qualunque sia la ;funzione F > purché sia raziona» 



tdx 



le in ac' , 1* integrale di questa formula -—-, — -~ — ;— .dipende 
.da queste tre 

^^^ Mx' r^»):^ia'lf t'x- f c'x~)* (^^)'--/j/UH-*'*'H-/Vn» 

(ffl). . . . f- , 'y* , . 

I tre integrali (I), (II)., (HI) sono chiamati da Lc^TT- 
dre Trascendenti ellittiche , e volendo vedere nna completa teo- 
rìa riguardo ad essi , si legga una di lui Memoria sopra tal sog- 
getto , pubblicata nel secondo anno Bepubblicano . jN^oi ne parle- 
remo quanto ci possono permettere i limiti di quest' Opera . 

§• J55- Incominciamo dalla formula (II) che è la più sem- 
plice di tutte ; e consideriamone i diversi casi che presentano i 
diversi segni dei coefficienti a' , i' , e' . Indicando per a , A' , e/ 

Tom. Ili C 
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tante quantità positive, ecco gli otto casi che ci danno le di- 

* 

verse combinazioni dei segni sotto il radicale 



I' . 



dx 



dx 



' ' ' ve*'-*- b'x* -¥ ex*) ' 

dx 

■ ■ ' -s/C *' — *'«' — e'x* > * 

dx 



dx 



4' 



6" 



8' 



V(-' 


H- *'«• 


— r'»* 


1 




dx 


' - e'** 




ve- 


«' - i'x' 


) 




dx 






'/I - 


a' -+ *'x» 
dx 


-*-f'«* 


) 



Tralascieremo il qnarto , poiché esso h immaginario , e gli altrì 
sette sono compresi in queste quattro formule 



VI*** — *^ — ») 

d^ 

VI*** — «^-i-») 



y k ^m essenda positivi . 
, 792 essendo positiva, h positivo o negati vot 



dx 



VC***-»=-j^* — ») 



— -; — r , m positivo I S qualunque . 



dx 



- , m positivo , h qualunque 
1 



r . ..... 

•••••• 

XJJL •«•'•• 

IV* 

Per la prima formula, diamo al nostro radicale questa fbrms 
y / — — m — (»* H- —)*}•> e concluderemo che non solo dev'es- 
sere ib positivo, ma dti più —>m^ e ciò perchè non abbiati 

luogo gF immaginar) . 
Questo posto, sarà 

V{ fcx* — a;* — 771 ) = V {C*^^^^-^^^^ — oo' ) ( »' — 



t^^(»,^4^) . ^ facendo Ì:ty(»-4«0 = ^^ 



ffjr 



/j» 



56 , si avrà ^ 

VI*** — «♦ — »/) f^{,aa'-xx)W{x'^^ii) 

saranno quantità positive, e di piiì sarà a>&* 

dx 



I ove aa , 66 , 



Onde integrare la differenziale —-r P-n ?r:i facciamo 
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^ = ! A^V^ Bdx.^jm^^ U) ^ 

ii/(M'^ìCXÌ.^(xX'-UÌ ^(aa'-'xx).^{xx-^bt) ^" ^(sa-^xx)^ ^ 

determiniamo i coefficienti A , B in modo che qncst' equazione 
sia soddisfatta . Per questo ^ riducendo tutti i termini allo stesso 
denominatore , quindi togliendo i denominatori comnai > à avrà 
tra A 9 B quest equazione 



1 = Aa?" H- B^' — Be' che ci da B = — . i- , A = — B 



j^, ed in conseguenza 

11 primo di questi due termini è il prodotto ( 153, for. 
( 1 ) ) del fattore costante — ^ per un arco di Ellisse di cnk 

a , b sono i semiassi, e 1' ascissa contata dal centro, h ^^(**-' »*) 

Rapporto al secondo , poniamo xx — &6 = zz , e fatto per 
abbreviare aa — Òb :=cc9 si trova ^ ^(**-* *) ;_- 



~r, ? • Ora facciamo anche V(««-^WV(^^-gg) 



ed avremo dt = ZJìHÈL— t*e*dt . 

quindi integrando 






• •**«*•« 






V(««^W).V^(fr — ««) 



• » • • • 



/r v(«g-t-&M^.VUc-«») • ^^ P"'"* P^^**® ^^ •I"®^^* espressione 

è algebraica , e la seconda si riporta alla rettificazióne dell* i- 
perbola ( 154, for. (4)). 

La formula II*. ^^^^*^_^^ si riduce facilmente alla I*. 
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Infatti osservando che la quantità hx^ — x^ -^ ni sì decompone 

in questi due fattori ìzt^ll!^^^ — a:* , x^ H- y(^*-^4i>r)^t ^ 

cui possiama dare questa forma a* — a?* > x* H- 6* >» avrema 

,, - ^ ^V t— X = -77-1 ^r^-7i—r:rTri - 1^ quantità a* , 6* 

sempre positive ;. e poi a* > &* se h è positivo > a* < &* se fc 
è negativo- 

Ora si faccia x^ h- 6* = j'* > e^ ponendo» per comodo di 



sono 



calcolo X à" ^ li ^^ c'y si avrà /*- 



V ( *jt*'— *^ H- f» ) 



• ••••-••• 



rfy 



>, espressione della stessa forma della for- 



V-f ( e* -tr *' ) J* - ^* - **C» } 

mula P- 

Per IjL fòrmula 1II1 -—— -i^?- facciamo^ x z=^^,. ed 

la ir. 



Infine* prendiamo» ad integrare la formula IV*; - 

Si3r — = mr la formula si riduce razionale ;: così a noi ap- 
partengono i casi nei quali ^ > my ovvero^ < m. 

Quando- — > ra >, il polinomio si' dccorapone^ ia questi due 

fattori binomi reali,. xVh-*'^^^* -^\ *' H- tz^pj^aìl,. 

che- possiamo* rappresentare per x ^fy x^ H- g'y le quantità 

.A gi essendo^ simultaneamenta positive o- negative y seconda che 

h è positiva o^ negativo :: avremo- dunque ad integrare 

djr 

Supponiamo' primieramente che- le- due* quantità f e g sia*: 
no positive j allora si ha / > g . Facciamo x^ ^ g^= s^\ e quin- 
di x=:V{s^^g), dx=^-^.Vix'-i^f)-= 
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/— g)==y^{^* ^h)t fatta h =z f — g'^ avremo' aUors 

' j e facendo anche s = 



V(«*-+/).v'{«*H-^) V(*' -«).-•{*'-*• A) 

^, troveremo ,, ._.^f'',, ,_^ . = ? ^!^- ■ , 

che si integra come la fòrmula II*,. 

Se le quantità f e g sono negative r allora ^ >/* e la for- 

mnla da integrarsi diviene ————^JL—^ Foniamo in qne- 

sto caso x' — f= s*i g — /= ft , e SI avrà subito la trasformati 

,, x^jrf* ,, ^ -r; » la; quale- si ridnco a — Zl^ 

facendo s = ^ , e si integra egualmente come la formula 11"^ 

Quando poi — < ttz , il polinomio non e decomponibile in 
dne fattori reali binomj della forma a?*^ -t- M r ecco^ allora co- 
me potremo avere 1* integrazione della formula 



Jx 



Facciamo **'-^*;-^"^ = / , ed avremo, a?* = — ^-^^zt 
^k-y^V-^ ; quindi ccd^=^>^^ ^.C*-^) , ei 

in conseguenza '*^ — ^'^ — *^^ — 



V ( *«* -*r «♦ -4» w )( XX' «*y 
^^ — ^± ^^ ^ ovvero = _^^0^— — _: poniatao ora 

— , e si avrà —-—Jf^ ^ =r . . . ,. 



- ,. . che si riferisce aliai formala^ 






(a) Qaene riduaiooi^ ecEalcane altre che segoonole abbiamo tratte dal 
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$. is6. La formula (IH) del §.15, f-—-*:^^^—-^ 

presenta ancora essa diversi casi secondo le diverse combinazio^ 
ni dei segni che hanno i termini del polinomio sotto del radi- 
cale *9 ed è facile vedere che tutti «questi casi si ridacoao alle 
quattro formule segueati 

I* ^(^^>!!^'I-^) > *^> w essendo positivi: 

^^*- • • • • • ^(ibr'-lr^ -«•«,) > "* P°'^^»^^ ' * qualunque ; 
ni* ^ {.kx**^*** -- m ) * ^ positivo , h qualunque j 

IV*- ^(kx*Ci'*-^m) ' '^ P^'"''^"* ' *^ qualunque : 

La formula P si integra per mj5zzo di un arco di ellisse (l5^)f 
e la in* per mezzo di un arco d' iperbok ; restano a trattarsi 
la ir , e la IV\ 

Per integrare la differenziale - , , . . **^ r io differenzio 

la quantità V(*^--^^h-i^) ^ ^ ^^^^ 

quindi avrò 

Il primo termine di questo secondo membro è una quanti- 
tà algebraica, e Y altro (152) è un arco d' iperbola, i di pui 
assi a 9 b sono dati per Y equazioni aa — bb =^ k^ à'b' =7 m . 



mmmm^'immi 



Calcolo Integrale del Geometra Bossat. Rendiamo omaggio a questo Autore* 
r Opera del quale è la sola che possa rivalizzare in ordine e chiarezza con 
quella di Euler; sarebbe stato desiderabile che essa si fosse estesa di fiii sopra 
le scoperte moderne • 
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reniamo alla formula IV. , -^^^:__ ,' per la quale 

dorrem fare delle considerazioni simili a quelle fatte nel §. an- 
tecedente per il caso analogo. 

Se in = —, la fòrmula diviene razionale e non la conside- 

4 



riamo qui . Se fc* > 4ra > allora la differenziale da integrarsi pren- 
de la forma -^^-^--^^^_^_ , essendo positive le quantità / 

e 5" se è positiva k , e negative se questa è negativa . 

Quando / e ^ sono positive , allora f^g^e faceildo a?*-i- 
g—s\f—g = hj quantità positiva , si avrà k trasformata 

V(»'-^T:^(»--fA) "- v(**-iW(*'-* -T) ' ^ ^'"^ "^ P^"«> termi- 
ne rappresenta la differenziale (152) di un arco d'iperbola, ed 
il secondo 4 faceudovi s == .5^ ^ diviene ^^ 

e combina con la formula II*, del §. antecedente. 

Quando f t g fossero negative y allora ^ >/^ e facendo 

a?* — /= ^5* > g ■— /= A> quantità positiva,, a = -^i^^ , si a vran- 
no dei risultati simili ai precedenti. 

Sia óra h^ < 4^ > e poniamo ^^^^'"^^^^^^ =r y: avremo 

d * Jy 

V-^U— ^•)*~4^»/ 
0^a quella supposizione ci dà a?* = — li-rj:l2 =6 . , . . 

V' \ •"> "~4w \ ^ g perciò fatte le opportune riduzioni, si avrà 

kdy 

In questo \secondo mèmbro » I* integrale del primo termine 
t una quantità algebraica , quello del secondo , per estere Jb* —^ 
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4^2 quantità negativa, dipende dalla rettificazione dell' iperbola 
e quello del terzo è dato dalla formula IIP. del §. autecedente! 

§. 157. La formula (P.) del S. m. ^£_ 

è la più difficoltosa a trattarsi jn generale per qualunque valo- 
re abbia n reale o immaginario ; nel caso però che n sia nul- 
lo , o sia una quantità reale , 1* integrale di <Bssa dipende dalla 
rettificazione delle Sezioni Coniche, 

Infatti facciamo 72 = o » e considerando tutte le formule 
che possono dare le diverse combinazioni ^qì segni della quan- 
tità 5otto il radicale , si hanno icome ai §§. antecedenti , que- 
ste quattro formule .. ' ' 

^' •-••*• ^^^:^XkP~^^rzr-^^ 9 ^j^ sono positivi 

^^* • • • TTCh/^h^^rT) ' ^ positivo , k qualunque 

^^^'- • • • • • «VC*»'S*4-«) > "^ positivo , k qualunque 

^^'" • • • • ;rV(ifa'-+>H->,) * ^ jPositivo, k. qualunque. 

Jjb. prima di queste formule dipende ( 1 06 ) nel suo inte- 
grale dalla rettificazione .delja parabola , je la seconda da ouella 
dell' iperbola , i- ■ 

Ver la jterza, prendiamo il differenziale di y(**'H-v-w) 
e SI avrà 

d ( ì^( ***-♦•«*-«») ^ _ *V* . wix . 

quindi 



il primo termine di questo secondo membro è una quantità al- 
gebraica , e J' altro è la formula IIP. del §. antecedente . 

Per la quarta /acciamo x = ^y ed avremo 



t 

•V 1 
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ex ... s*Jt 



^ , j^ SE3 i. , . * 4 che è la goarta formula 

ilei ]$• antecederne . 

Se poi n fosse una qxiaDtità reale , allora facendo x^ -^ 

72 = i-, la fornmU (....^^^^ JV ^^TTr) "^ *^««f°™ i° °°*«»1- 

tra > la quale si riferisce a quelle già considerate . E.esta dun- 
que il solo caso in cui n sia imma^ario > e questo eccettua- 
to 9 gli integrali ^elle tee formule 

/^ Jx r x^dx \ r jx 

dipendono dalla rettificazione delle Curve Coniche ^ Ellisse ed 
Jperbola . « 

§. 158. A queste tre formnle iategrali siamo ginnti ricer- 

«andò r integrale di — — ^, — ■ ^^ — i^r^\ » ^^^1* quale P è u- 

na funzione qualunque razionale di x ; ora vi sonp delle for- 
mule, le quali quantunque in apparenza piii complicate ^ pure per 
adattate sostituzioni., possono ridursi alla superiore : ne indidbere- 
mo alcune . 

La dif&renziale Xd?; nella quale X sia una itinzioni^ di x* 
e di quel radicale che indicheremo ,per R , si riporta sempre 

air integrazione di ^^^ . Infatti X <k>vendo avere aeoessariamen* 

te la forma ?^-i^ % M , L , K , O esieado tante funzioni razio- 
nali di X 9 ^ì vedrà chiarameate questa riduzione 

.Mj+LR (Mh-LR)(K'--QB) _, MK-L QR* (QM--KL)R 

ILh-QR (KH-(è»)(K— QR) K*-Q%- Jt^-Q'R» 

MKj-LQR» X gM-^K L)R* £ 

K* — Q*R» K* — Q»R* ' R * 

Rappresentiamo per N" il primo termine di questo secondo 
membro , e per P il coefficiente di -^ , ed avremo 

?-±H = N M- I : quindi Xd» = Ndoc H- ^ • 

Tom. in. D 



• « • 
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La differenziale — — — .-piL_ — nella quale P è uaa 

funzione razionale di a; > si riduce anche alla forma 

- . Infatti facendoti a^* = z , e suppònen- 



Tdx 



do che P si cangi in M -+ "NVz j sì avrà 






• • • 



Mcfs; . Kdz 



Queste due quantità si riducono alla formula 
_ 1^ — — .^ , facendo per la prima a = o , e per 

la seconda f=zo. 

§• 159- Net §§. antecedenti abbiama parlata degli integrali 
di quelle formule, i quali dipendono dalla rettificazione dell'el- 
lisse é deir iperbola : molto guadagneremo nella semplicità-, se 
riducendo la rettificazione stessa deir iperbola a quella dell' ec- 
lisse , potremo infine asserire che tutte le integrazioni superiori 
si riferiscono alla rettificazione dell' ellisse . 

Da quanto abbiamo detto al §. 152. si sa che un arco di 
ellisse ( prese le coordinate nel centro ) corrispondente all' a- 

scissa = ^'^^^^-'^'0 essendo^ a il semiasse maggiore , è il se- 
m lasse minore , è eguale a — f—p ^^ j indi- 

chiamo per E questa arco, ed avremo E == — • 

/_ u*du 

Ora supponendo — ^^ :- ^.=iy^ si ha 

dE =s *- H-. (il±ili:2ll^ ; ovvero 
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^ = è H- -T ^*.''^rr/?/ÌA> .A .M - ♦ e facendo 



tì* 



a 

A*=c% a-{.6 = c, <2 — ò =/> si trova 



dE = ^ ^ __j£' ->:!*'- 



5" ^ 2V(*'-jM.V(/*-/) 
Facciamo ora 

. £.* =>! == >^<;;-yV ^ g^C ->V , fi determinando 

A , B . io niodo che ' qnest' eqnaziofie sìa soddisfatta « avremo 
A H- B = 1 , Ae* -1- B/* == e*; quindi 



A =3 ^C 4 B s= ^1^ : sarà dunque 

dE=éy^ VC'^-y;.» ^ Bv^>M^ ed integrando 

I 

Ciò premesso ^ poniamo €* — j^* p= ;&* , ed avremo 

f-Jw^TT =./ 'v(.--.')7u'-(.--/ — )' "■■* "PP«««« o» 

aj:co di ellisse £' di coi il semiasse maggiora s= e 9 ed il mi^ 
xior€ = V(e* -^/*), e T ascissa = ^rl'^^ r'.- Facciamo anche 
. — jf = jf , e SI avrà 

quest* espressione la prima parte è algebraica , la secónda rap- 
presenta nn arco di iperbola preso negativamente (i52)> i cni 
semiassi sono jf, \/(é* — /^).> ^ 1' ascissa corrispondente conta- 
ta ^al centro > è*. 

.i-iLi — j^ ^--^ . Se dunque noi indichiamo per H qnest arco , 

si ha 



t •»- ■ 
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la questa guisa Éroveremo ' 

2 2 a g . , ~ • ," 

da cm si ricaverà 



2 



*^ B^a a a t J ^^ 

B "** ¥ """ b" "** ^ ^^ — i-i, equazione che 

ci da r arco deil' iperbola espresso per dure arebi é\ ellissi . St 
raraiiienti , che le • coordinate avendo T origine nel centro, gli 
archi deir ellissi incominciaraa dal centro , e sono milli quando 
r*ascissa è nnlfa ; di più> al secondo membra di quest' equazìo^ 
ne converrà aggiungere una costante^ e detenuìuarla in modo», 
che i due membri si annallìno nello stesso tempo . 

§, i6a La ridazione degli integrali alla rettificazione delfel^ 
lisse che abbiamo insegnata nei §§. antecedenti, sarebbe di nes- 
suna utilità , quando non si conoscesse un metodo , onde avere 
almeno approssiraatanjente gli archi degf ellissi che rappresenta^^ 
no i suddetti integrali , tanto per il casa di una piccola ^ che 
di una grandp escentricità ; noi in conseguenza ci impiegheremo 
ora nell' investi^zione di serie eoo vergenti' « che soddififacciana 
al nostro bisogno . 
p. Sia BAG un quarto d* ellisse ^ di cui C sia il centro*, 
jg. I. Q^ ^j g^jjjiasse maggiore == i , GB la metà delibasse minore = 
h , r escentricità = e, e quindi i = \/( i — ce) . Fatto cen- 
tro in C, con il raggio CA si descriva il quadrante AD, e 
prendasi un arca qualunque DZ = ^ • Sia CP = a? , PM = jt 
PZ =r s , ed avremo x = sen ^ , 2 == cos (p\ y : z : : b : i y 
y =: bz =^ bcosp . Ciò premesso, si avrà (81) 

BM =5= fdp^{cos(p' H-. b^sen ^') = fdp\/{ i — sen p' -h 
sen (p* — ce sen ^' ) = fd<p V ( i — ce sen ^ ) ; quest' inte- 
grale dee prendersi in modo che egli svanisca quando ^ = o . 
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Rappresentiamolo per E(c, ?>) o semplicemente per E, essen- p. 
do E(c,^) una funzione dei dae elementi Cjpy ed avremo ^^' '' 
allora 

Potremo jivere addìrittara l' arco SMy facendo nell' eqaa- 

I—*» 
zione (152), 5=7 — _ — oac, a = 5e/i^; poiché al- 

loia verrebbe s = f^^lr^f!^^ cos (pdp =/v/ ( i - esen ([>).dp. 

Se ci piacesse avere 1* arco AM > che ha il sno principio 
air estremità del grande asse 9 facendo AZ = ^ , si troverebbe y 
indicandolo per F ( e , ^ ) , 

AM = F(c,?»)=/d?)V(i — c'cos'^^). 

Anche qnest^ integrale dee annullarsi quando ^ = o . 
Occnpiamoci dell' integrazione della formula 

E(c,^) =/d!^v/( 1 — c^senp*). 

Se noi sviluppiamo in serie ir radicale > si trova 

E(c , ip) ^fdp { 1 - -^ c^senp" - JL c^senp^ - ^ c^senp^^ 

r^^Ai c'senip^ — cc.^ : ora le formule per la conversio- 
ne delle potenze dei ?eni in espressioni ordinate per i seni de- 
gli angoli multipli % ci danno 



• 


I 


C0$ 27. 


— ^ ,^ 


a 


a 




sen ^** = 


- »-3 _ 

3-4 


' 4rpf2p , C9f4p 
al ^^ a* 


• 


sen ^* = 


2.4.6 


2* "^ i» 


eptóp 

a' 




» 1.3.5.2 

a.4.tf.8 


• 

a» ^^ 2» 


f<«/6^ . MfSl 


ec. 


' 
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dunque sostituendo ed integrando ^ avremo questa serie 

2.4,6 ^ 2.4,6 ^ 2* 2^.2 2*. 3 ^ 

2.4.6.8 ^•4.6.8*^ 2* ^«,2 2*. 3 2*.4 -^ 

— ec. 

Nella stessa maniera potrebbe trovarsi il valore di F(c,^), 
e si avrebbe 



2 '^ 2 



2.4 ^ a. 4 ^ 2^ 2^.2 -^ 

^2.4.6 ^2-4.6*^ 2« 2*. 2 2^.3^ 



— ec. 



Fiff I ^^^ ottenere la quarta parte dell' ellisse 9 dobbiara fare ^ = 

^' ' 90*" =1= DA, ed avremo allora sen^p = ^6/24^ = senòp = ec. 
=== o ; quindi indicando t la semicirconferenza di un cìrcolo 
che ha per raggio l'unità, e rappresentando per Ei questa quar- 
ta parte ^ é[\issG , sarà 

Ei == :!: 1 1 ~ ± . JLc* — ^ . lilc' — JLiA, . LA-Jc''-ec.>,(a) 

2 ^ 2 2 2.4 2,4 2.4.6 2.4.6 J ^ "^ 



(a) Si ricava di qoì Dna regola sufficientemente esatta in pratica per 
avere la lunghezza degli archi dei ponti ce , che sono semi - ellissi ,, Al 
triplo del quadrato del semiasse maggiore aggiungete il quadrato del semiasse 
minore > prendete il quoziente di questa sopuiiat divisa, per lo stesso semiasse 
maggiore , e moltiplicatelo per il numero jisso 0,^854, ed avrete la luhghez^ 
za cercata „ . 
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la qnale serie combina con quella trovata nel Gap I. Essa tan- 
to più converge , quanto V escentricità è minore 9 o quanto me- 
no r ellisse è allungata . 

Queste due formule ci danno la lunghezza di un arco , o 
deir intiera ellisse , quando il semiasse maggiore = i ; se però 
si avesse un' ellisse , il cui semiasse maggiore fosse = a , per 

adattarvi le serie trovate , converrebbe porvi — , invece di e > 

ed in seguito moltiplicare per a tutta V intiera serie . Infatti da- 
ta un'ellisse, il cui semiasse maggiore sia = fl , la sua escen- 
tricità = Cj supponiamo che se ne formi una simile ad essa 
col semiasse maggiore = i ; T escentricità di questa seconda el- 
lisse 9 sarà -1 , e gli archi di essa moltiplicati per a , eguaglie- 

ranno quei della prima ellisse in virtiì delle proporzionalità, che 
hanno luogo nelle ellissi simili . 

§. 161. Quando T ellisse è molto allungata, ovvero quan- 
do r escentricità e si avvicina air unità , le formale del §. an- 
tecedente non sono piìì convergenti , almeno rapidamente , e bi- 
sogna in conseguenza cercare altra strada , onde avere appros- 
simatamente la lunghezza dì un arco d' ellisse . 

Al fine bramato ci condurrà un teorema .del Conte Fagna- 
ni (a), il quale riguarda gli archi d'ellisse, la cui difl-erunza 



((2) II Conte Giulio Fagnani, Patmio di Sinìgaglìa, fiorì in Italia al 
principio del passato secolo , e vi sostenne 1* Onor Nazi'ona>e nella arena , 
che era stata aperta ai Geometri con la scoperta dei nuovi Calcoli . Egli 
propose , secondo il sistema di quei tempi , ai Geometri tutti d' Europa la 
soluzione di questo Problema „ Sia data una Parabola b:quadratlca prima- 
ria , che ha per equazione costitutiva x* = y , e sia diXta ancora una porzio- 
tie di essa : dimando , che si assegni un altra porzione della medesima curva 
tale, che la differenza delle porzioni suddette sia rettificabile „ Questo Pro- 
blema che allora era un Problema di priaia difficoltà , non essendo stato 
sciolto da alcuno , determinò Fagnani a pubblicarne la soluzione nel To- 
mo XX. del Giornale dei Letterati d' Italia, inserendovi uno scritto, il cui 
titolo ò „ Nuovo metodo per rettificare le differenze di due archi ( «^^ dei 
quali è dato ) in infinite specie di parabole ìrrcitìficabilì „ : si vedano le sue 
Opere Tom. II. pag. 317. Nel medesimo Tomo „ Ndla sua nuova misura 
degli Archi Ellittici ed Iperbolici „ si trova alla pag. 33^- il qui sopra cita- 
to Teorema * 
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c assignabile in linea retta. Troviamo dunque qaesto teoresia. 
DifTerenziando la quantità 

( I — *» se» p* )■•* 

Ora supponiamo fang T == ò tang ^ , e si avrà 
dp = i- cos <p* . -^^ : ma la relazione posta tra Y e ^ , ci da 

9 CCS ^ 

le due ecjnazioni 

iL-Ll = i-._if:!!^_, ffl^J^ =b^ajJZIÌL£}, quindi - ricavan. 

do da esse il valore di sen ^ > e di cgsp , e fattene le debitp 
sostitnjsioni ^ avremo 

^'""^'^^^^ =;= dY . -/( I — c*cos Y*) ; sarà dunque 

c^dV = dj>\/( I — c'5e«p') — cjJy/( I — c'cosr)y cij 
integrando 

E(c,$) - F(c,T) = p-V ^-^f;i|,^. 



^^-^ 



Ecco r artifizio analitico del ^nale fa oso pacato peop^etra nella so- 
lozìoDe dei «noi Problemi • 

,t Un polinomio si dice trasformato in un altro negativamente simile , 
9, quando moltiplicando il primo col segno positivo , e 1* altro col segno 
I» negativo » si trj^va cfoe uno .è d^to per la spa variabile , icome T altro 

,f per la propria » verbigra^ia i se il binomio — z. ._ è cangiato in que- 

V ( *■ •+ O 

,, st* altro - — 1LJz3 — egli si dice trasformato in un altro binomio p?- 

,> gativamente simile ,, • 

Ciò premesso le sue soluzioni , soixo sempre ridotte a questa ricerca 
», Dato uo polinomio io x^ trovare per x una tal funzione di un' alti'a 
»» variabile z ^ tale che sostituita invece di x in quel polinomio lo cau* 
»> gì in un altro negativamente simile »> . 
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Se pertaoto prenderemo un arco qn^iluuque DZ = ^> ed p- 
tia arco AR = Y , tale che tang i = b tang <p , la differenza ^^" ' 
dei due archi ellittici BM , AN sarà eguale alla linea retta 

e* senpeotp 

Questa retta è la differenza delle tangenti WT , NS , di 
modo che si ha questa singolarissima proprietà BM — AN = 

J.U.X — — JMd • 

Affine di dimostrarla , prolunghiamo la tangente TM fino in 

T' . Facendo CP = a? , e rappresentando per y == ( i e* ) 

(i — a?*) r. equazione .dell* ellisse , si trova (79) Ja suttangenjte 

PT' == I^ff , e di qui 

MT' = ^('— *^WCi-»'**) jyjfj» __ y y ( I -^* X *) 

X y ( 1 —.XX ) 

Se neir espressione dì MT' facciamo a? = CO = cos y si 
avrà il valore di NS , che diverrà 

Fa guisa ponendo in MT , cos p invece di ,x , sarà 
iui -^-____i, ed in conseguenza 

. w/ «j . y ( I - f • «* p» ) ^^ y (1 -fi^^T^") » sarà .flunque 

JiM — AN = _£li£l^i£i?_ = MT ^ NS fi\ 

Da quest* equazione si ricava quest' altra 
( 2 ) . . ... . BM H- BN = BA H- -'"''"P'""^ . 

ve I —e'seap*) * 

Ora se facciamo t = 90° — w , avremo 



-•( i — C* Jf»^») 



ToOT. ///. E 



cot 9 
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p. regnando tra <p ed w questa relazione 

1=6 tang p . f a«ig: w • 

E questo è il celebre Teorema del Conte Fagnaui . 

Sia Y H- ^ = 90° > ed avremo in questo caso . 1' equazione 
tang "¥ = b tang p ì che si ridurrà a quest'altra 

__!_ = b tang pi e quindi tangp = -^t» tangr == Vb . 

cotti "* - 

Prendendo dunque tang DI == ;^, ovvero tó/z^ AI = yè^ 

il punto I ci determinerà sopra il perimetro dell* ellisse un al- 
tro pun^o K , per il quale la differenza dei due archi RK e 
KA, sarà =1—6, cioè alla differenza dei due semiassi GA, 
CB ,* perilchè si avrà dall' equazione ( i ) , BK — AK = C A — 

CB; infatti essendo tangp = ^^,^^- ^ «««?»*'=^» cos^p' =^ 

-t- , ed m conseguenza 7^Tr7»,-;7^ — {T^rcf^i. — i — ^ r 

perchè e' == i — ^ • 

Questa differenza è nel tempo stesso il massimo della quan- 

(ìA c*sen(pcojp ^ comc cc ne potremo- assicm-are cercando il 
valore di ^ , che rende massima la funzione stessa -^_-j-— — , 

r 

imperocché si tro-verehbe sen p = -ijjj--^ • 

Osserviamo anche rapporto a qnest© punto K , clie condot-^ 
ta la tanabrite bKa , terminata ai dne assi , la parte 6K sarà c- 
gaak al "senyiasse maggiore, e la parte aK al semiasse minore. 

Nelle ellissi poco escentriche , il punto k e quasi al. mez- 
zo deir aico. BKA , ed iii quelle molta allungato 1 ordinata KL 
è vicinissima alla sommità A . ^ 

L' equazione por (5), quando facciamo w = ^, ci da 

§. 162. Tutto questo premesso, riprendiamo la formuia 
fdps/^i.— c'senp')ì la quale si trasforma come segue 
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fd(py/{, I — c'senp^ ) = fdp^{i — seu p h- h^ sen 9') = 

/c£ ^ cos 4> V ( I -^h'tangp ); dovremo dunque iotegrare 

/d^ cos<J) v^ ( I -^ i* tang ^' ) = E ( e , <P ) . 

Se noi supponiamo che 1' arco d' ellisse non vada ài di là 
del punto K , cioè che sia sempre minore di UK , il termine 
b'tangP^y il qnale diviene = b nel punto K, sarà sempre u- 
na quantità piccolissima riguardo al primo termine i , e si avrà 
questa serie convergentissima 

BM = fd<f>cos<p.{ 1 H- ^ *' fa«^. ?>* — ^ b^ tang p* -h 
-J^^ 6« f a«5 f»-^ -- ec, > ^/dpcos^p ^^b^J-^fl^dp - 

2.4 y COS^^ • 2.4.5 J COX 9' 2.4.6.8 J CQSp'^ 

Ora fdcpcosp = senp^ e dal Gap. I. si ricava 

J cosp 2 

^ ~ y 

cosp 

/ </<fi /gif <)^ ji_^ ^^^^ ^ réìjji^ s= i- . ffi^ ^ ^ — ^ 
rox^' 2 * c^J9' 2 J C9SP 2> €Osp* 2 ^ 

3 ^ .^wp / 2 r#/(p* a. 3 

2 ^2 rw^ 

/</(p /gif <ft^ __^ 2^ senp'f 2^ f ipunp ^ . 1__ sen p'^ _ ^ / J^ semp'^ ^ 
COS p^ ^ ' COSP^ 4 y C0S p^ ^ * <0SP^ 4^2 CCS p^ 

2/ co$^ J 4 ittp* 2.4 tosp* 2.4 ^ 5 ^ 

3 cosp -^ ^ cifsp^ 2.4 co/ ^ 

2-4 ^- ».4 *^ 2.4 ^^^a.4, ««'P 

dunque 

(a)....BM = ,en?-^{|y^^.ia'-;i;^*.i;3y-^ 
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Fig. I. ce. yi-senp^ 11^^ )--'-b*.±senl,'{ta7,gp'^ 

-^ sen 0^ ^ sen ©' ì- — ee. 

Per avere T arco BK si farà tang<p = -1 > sen at = ? , 

e sì avrà 

BK= __i— -^{i-ft'H-— ^.-6*-l--3-^.^6' -h ec. V 

*/(i-4-n '-a a. 4 a. «.4.6 a. 4 / 



V(&-^i) ^a a. 4 2- «.4*^ a. 4 



i.g » 1-3 









Ora:, il coefficiente: di — -i-6* è = _— -!_--.. ^, e quello» 

2. 4, ♦ V l * -*• i ) a * 

^£ -i-Jl 5" è =^ =^^ — r "f -^^ -^ )• ec. i <3anqiie sarà^ fàcen- 

da per abbreviare; 

• a.4-6 . ^4 4' » 



ec 



a. 4. 6.8 ^6. 64 <i-4. a ' 



ec. )> 



In quest* ultima espressione possiam? mettere invece di 



k' 
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^ l '■^^('t D, la serie regolare Fig. i. 



^ V* ' sa 2^4 4 3.4.6 6 

La quarta parte dunque dell' ellisse y cioè Er sarà = aBK 
h ) giacche la differenza tra i due archi BK , AK è i 
6 , e si avrà 



Siccome Y ellisse si suppone allungatissima , così le poten- 
ze di 5 ^ saranno quantità assai piccole r perilchè sviluppando in 
ser'e il valore di E i , e trascurando le potenze ottave di 6 , e 
le superiori ad esse >. avremo 

Ei = 1 -.±0*— ìl.b^ ^^b' 

4 64 6\ 



^ a 2.4 4 • 3.4.6' a. 4 ^^ ^ b ^ 

ove è osservabile che nelle due , serie s** incontrano solo le po- 
tenze pari di è". 

Dopo tutto questo ci resterà facilissimo calcolare la lun- 
ghezza di un arco qualunque E (e > ) per tutti i valori di (p\ 

imperocché se tang(p <-L , la formula (a) dà subito il valore 
di E ( e } ^ ); e se tang ^ > JL , bisognerà calcolare T arca BNT 

m 

per mezzo del suo complemento* AN y che resta a compire il 
quarto deir ellisse 9 e questo stesso complemento si calcolerà per 
mezzo deir arco BM r il quale differisce da esso di una quan- 
tità conosciuta ; così facendo* DR = p ,. sarà RA = 90** — ^> 
e se si prende un arco DZ\ tale che fa/75: R A = ò tangjyL , 
ovvero tang ( po'" — ^ ) = cot ^=6 tang DZ y si avrà per 
il teorema del §, antecedente r indicando DZ. per ^% E(c r^') == 



AN H- .-p^^l-^ quindi AN =. ECc . ^') 



•> • *> 
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Pertanto potremo sempre avere , qualunque sia V escentri- 
cita dell' ellisse > la lunghezza approssimata di una qualunque 
di lei porzione . Non ci fermeremo a parlare della rettificazio- 
ne deir iperbola , e perchè questa ricerca è meno importante di 
quella dell' ellisse , e perchè, come si è veduto (159)» la di 
lei rettificazione dipende da quella dell' ellisse medesima . Sopra 
questi oggetti si posson leggere due eccellenti Memorie del Sig. 
Le-Gendre inserite nel Tomo dell' Accademia Reale delle Scien- 
ze di Parigi dell' Anno 1786. 

§. 163. Se rappresentiamo per A la quantità V ( i — 
e* sen <p* ) , per . mezzo della rettificazione dell' ellisse potremo 
avere gì' integrali delle due formule 

A 

essi dipenderanno da questi 

che sono le formule più semplici di questo genere . 

Per cominciare dalla seconda , io , osservo che considerane 
do e come una variabile , si ha 

( ^) = ^^"""7»' ^^ = ^"^ j ora essendo /Acf?> = E, se dif- 

ferenziamo questa equazione per rapporto alla variabile e, a- 
vremo (164) 

/( ^) df =/^ - /f = (f ) , e qnindi 
/f = B-c(f). 

Differenziando qnest* ultima equazione rapporto alla e, ot'< 
terremo 

e quindi 
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féì = E — c(— ) — c'Cy?)^ egualmente si troverebbe 

/l^ = E-c(f)-»»c-(^)-|c-(^)ec.i 

COSÌ gli integrali delle formule 

rd<fy rdp rdf g^, gQjjQ dati ocr mezzo di' un arco d* ellisse 

e delle sue differenze parziali rapporto all' escentricìtà . 

Ma qualunque sia m positiva o negativa , purché sia un 
numero intiero , facciamo 

cos ^ , e determiniamo A , B , C in modo che questa equazione 

sia identica . 

Differenziamo per questo la supposta equazione, e dividen- 

dola tutta per A > avremo 



AA* = Bà" -4- G H- A'cos ^' — à^sen ^' — ( aw — i ) 
c^ sen p' cos p* i ove ponendo i — senp* per cosp*, i —c*senP^ 
per A% quindi eguagliando i coefficienti delle respettive poten- 
ze di se/2 p , troveremo 

A2W-H -n 2w(3— e*) |-i (sw— 1 )( I — e*) 



e* 



ed in conseguenza 

(a) ... .(ara -4-1 )/dpà^'"^' = 2w(a - c')fdpò!""^'~- 

{Q.m— i)(i '-'C*)fdpùi''~'^ -i- e* b^"'~^senpcospi 
così 
per TO = I , si avrà 3/d^ A' = a (a — e' )/dpA — ( i — e') 

y^ -1- e* A sen ^ cos ^ 

per m = a, s/cf^A' = 4(2 — 0/d?> A*-3(» -<?') 

/A c?^ -1- e' A' «^« ^ cos ^ 
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per 77Z = 3 , ifdpta = 6(a — c')/d^A' — S(i — <?•) 

/A' dp H- e* A^5e/z ^ C05 ^ j 
ec. e e. 

Concluderemo di qui che V integrale della formula fbt dp 
sarà dato per piezzo degli integrali /A dp , /^ , 

Anzi per mezzo dell' equazione (a) si potranno sempre e- 
liminare dagli. integrali le differenze parziali di E al di là del 
primo ordine ; infatti facendo in essa ot == p , otteniamo Y c- 
quazione 

/A d^ = ( I _ tì" )/^ ^ c^seHpcosp ^ jjgjj^ q^^ig ponendo i i> 
trovati valori degli integrali > ne nascerà la seguente 

per mezzo di cui potreftio sempre eliminare le differenziali parr 
ziali di E al di là del primo ardine • 

L' equazione ( 6 ) è degna di tutta V attenzione dei Geome- 
tri : essa esprime con la piiì gran semplicità ed eleganza la re- 
lazione phe passa tra un arco d' ellisse E , T escentricità e , p 
r angolo p del circolo che corrisponde al suddetto arco : è do- 
vuta al Geometra qui sopra citato . 

§.164. In tutti gli integrali da noi ottenuti per mezzo del- 
le serie , .abbi?im cercato che quelle fossero convergenti , onde ci 
potessimo sempre piii avvicinare al vero valore degli integrali 
stessi , col prendere pn maggior pumero dei loro termini. Sen- 
za di ciò il metodo d' integrare per serie , sarebbe di niun van- 
taggio, mentre d' altr'onde, data la convergenza alle serie , c- 
gli è uno dei piii fecondi ripieghi d' integrazione . Noi pensia- 
mo che non sarà in conseguenza opera perduta il trattenervisjl 
anche un poco . 

Jl jpetodo d' integrazione per parti ci dà una formula ge«- 
;alissima per avere in serie gl'integrali; sia infatti' cZy = Xc/^r, 
essendo X una funzione di i« , ed avremo ( i 08 ) 



nei 
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G costante . 

• 

La qua! serie , se nei casi :partioólari sarà convergente , ci 
-dark speditamente il valore di y^ • .JEssa è stata data la prima vol- 
4a da Giovanni Bernnlli . "" ,./ 

Si giunge alla medesima serie in gnest* altra maniera . Dal 
Teorema di Tajlor si ha (5) 

onde facendo (p{x)==yy (£) = (^) = X^ troveremo 
j, =:C^Xx — ^{fj^ ^i~) — ec., come qxà sopra. 
Per esempio , facciamo dy = -■ , e verrà ponendo X =5 
j ( — j = — — ^ ec. • 



*' , «» «♦ 



:* H- rr— 7— 1 H- —, — —r: -^ «e. 



. a -ir X a(«H"*)* 3(<i-<-*)* 4(»-+«)* 

la qnal serie sarà sempre convergente , finché a ed x saranno 
dello stesso grado . 

Serviamoci ora di quella serie generale per dimostrare un 
interessantissimo teorema di un nso esteso nelle applicazioni del 
Gilcolo Differenziale ed Integrale , chiamato da Leibniz , che 
ne fa 1* Autore, Differentiatio de Curvu in Curvarti . 



Tom. in. F 



S^apponendo che P rappresenti una funzione di due variai 
bili Xyy i e che non possa assegnarsi 1* integrale fPdx , si di- 
mandi la differenziale di questo- integrale- rapporto ad ^ y e di- 
co che sarà 

(^±L^) =^f{éZ)dx. Se Vdx fosse integrabile a riguardo di »,. 

la ricerca non- avria difficoltà. 

Sia z =/Vdx y e la formula superiore, ci. darà 

^ = -p - 7 ( £ ) -*■ fh ( I? ) - *"• - • • ' 

Dunque 



(g)rfy = d^{«(^)-f(|l) 



J^P 






ce 



•>• 



Ma la stessa- formula ci dà 



Dunque^ 



«(?) 



^ ( £L f 



x^ ^ d*r V 

2. 3 A djfdx* ^ 



ce. y 



dy 






dyf{j-)dyy t quindi 



§; 165. Il Si*: Euler nel Gap. VII. Tom. I. del suo Cal- 
colo^ Integrale ha dato un metodo generale per avere appressi^ 
matam^nte gli integrali delle funzioni' differenziali , il qaale^ per 
quanto' si cotnplichi nelle applicazioni pure , talvrolta- può esser 
di sommo vantaggio, quando specialmente ci mancbina altri ar- 
tifizi . Eccomi ad esporlo . 

Vo^rliasr r integrale della formula V{x)dx, indicando per 
F(a:)o per F qualunque funzione di x. Supponiamo chequest in- 
tegrale deva cominciare da a? = ff, e continuare in avanti per 
qualunque valorcr di x maggiore di a : ( il discorso e lo stes- 
so per ar<a), e che di più in quel punta il valore dell m- 
tejrale sia dato. Sia qnest* integrale /F(af) da; = p{x) = pr 
•e (p(a) sarà nua quantità data. .... 

Ora supponiamo che la differenza x — a sia divisa m tante 
piccole porzioui (e quanto saran minori,- tanto più esalto sarà il 



y 
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computo ) che iodLcheremo !per Aa» di modo «he abbiasi T/zAa == 

^ a qualnnqtie numero sia m , ed i valori di x, da a sino 

ad », i quali jappresenteremo per a , a' , /z" ., a"\ec. , seguiran- 
no questa legge 

a" == a' -^f Aa = a H- sAa 
a"' = a" H- Aa = a H- 3A<* 



q("> = a^^-'y^ Aa =^ H- mAa =.a? . 
Di più, essendo F(a?) =,(g), iacciamo 

(.0) = (.£-•) = ^'(*)' 

.<c. .ec. 

,ed il Teorema ;di Tajlor ci darà le seguenti ;Serie 



Aii* . Ti'' / _ \ ^^' . "CI"' / ^ ^ ^^* 



3 ^ ^ 2.3 2. 3-4 

^(a" ) = ^(a' H-.Aa) = ^(a' ) H- F{a ) ..Aa H- F(a')X 
^ -4- F'Ca' ì . ^' -f F"(a ) . -^^ H- ec. 

^(a") = ^(a"H-.Aa) = p{d') ^ F(a") . Aa H- F(a")X 
^^ F'(a").^-^-^ ec. 

.« ^ 3,3 

P(a<"-").Aa-.F(a'"'-'>).'-i--.F'(a"'"").f-:-^ec. 



< \ 
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le quali sommate, ci somministrano una serie per esprimere il 
valore di ^{x), cioè 

^(a;)=^(a)H. Aa {F (a) -.- P (a') h- F (a")-»- h. 

^_^ {F (a)H-F (a')H-F («") ^ ...... ^^ 

{r (a) H. F" (a') H- F" (a") -*• • •^•. -^ 



a. 3 



F"(a' ^')} 



2 



^ {F'"(a) H- F^Ca') ^ F"(a") h. ^ 

F-(a^"-''j} 
^• ec. 

Questa serie sarà tanto^ più convergente , quanto più. pic- 
cola sarà la difFerenza Aa- 

Si può trovare un' altra serie per esprimere Io stesso inte^ 
fiprale ; imperocché il medesima Teorema di Tajlor dà 

^(a) = ?>(a'-.Aa>=:^Ca*)-Aa.F(a')^F(a').^-F"(a')X 

3.3 

e perciò 

4>(a'>=^(<i }H-F(a').Aa — F(a' J.^' ^r'{af)x 

^«'' ■ ««• 
— — ^ ce. > 

2. a • 

e nella stessa maniera 



> • • • 



^( a" ) = ?>( a' )^ FC a" ) . Aa — F( a") . ^* h- WXaJX 
ce. 

a, 3 



/ 
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^(a"') = ^(a")^F(a'").Aa~F(a"').^*^F'(a")x 



3.3 



ec. 



^(«"") = <f>ia') H- F(a"") . Aa - F(a"") . ^ H-r(a"")x 



3.3 



ec. 



^(a^'"^)=:^(a7) == ^(J" '^) H- F(«).Aa— F(»)x 



t • • I • •4* 



^ . F'(a?).ei' _cc. 
3 ^ ' 2.3 

Sommiamo tutte queste equazioni , ed avremo 

^(a?) = ?>(a)H. Aa {F (a')-».F (a")H.F (a'") ^ 

-_j^ {F (a')H.F (a'')-4.F (a"') h- 

^ ^^ (B) 

H--^ {F"(a')H-F'(a")^F''(a"') -v h. 

- 5^ {F"(a') H.F'"(a") ^ F"'(a-) h^ h- 

^ ec. 

serie che ci dà ancora il valore di ^ ( a? ) . 

Di queste due serie ( A ) , ( B ) potrem prendere quel nu- 
mero di termini che ci fa bisogno , secondo 1* approssimazione 
che si vuole nell* iot^rale , e secondo la grandezza data alla 
di/ièrenza Aa. 

Anzi da queste due sef ne può ricavare una terza molto 
più semplice > infatti si sommino , e dividendo per due questa 
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somma , otterremo 



2 



a A. a a ./ 



a. 3 



F" (a^^-'^)-..0£l\ 



,3.4 «^ a a v 

-3.4.5 V 2 ^ ^ ^ ^ 



3^3.4.5 



• •• 



F"'(a^'""'')H-^'^} 



2-3-4S'6 % a a y 

-f ec. 

Facqiì^one qualche esempio . 

;Si dimanda l' integrale ,di f*^^ nella rsupposizione ;che sia 
nullo quando a? = i , ,e che si ^estenda sino .ad a? = a . Sara 



in questo caso a = i , x = 3, F(ac) = — , <f>{x) = f 
^ ( a ) = o . Ora .essendo 
F (») = J.(.) 



*v* 



,« 



F"{«) = fl(,_4H.l_^) 



ec. 



XX X 
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Se facciamo Aa = — « avremo a = i • a' = 

10 ^ 

1 9 2 > ec. 9 e quindi 
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^(x) 



I ,9 2.3 -^ 

{f( 



10 - 

9 



e''' 



1,1 






• t> 



i>3 



I >4 



• • • • 



2 . 100 



O 



2.2 



('-t)> 



2.3* looo 



{t( 



2 



e'.*' 






(1,1)* ^ 



."»» 



1,9 



(I 



I > 1 

3 

'.9 






|H-i)> 



2 .3.4. lOOOO 

6 6 



. '' 4 ^ a ^^ 



t-t)} 



ec. 



La qual serie rapidamente' converge , di modo che anche 
i primi due termini ci danno nna sufficiente approssimazione . 

Se mai nel fare le sostituzioni dei valori a , a' , a' j a'' ed. > 
nelle funzioni F( a? ) , F' ( x ) > P'' (oc) ec. , alcune di queste quan- 
tità divenissero- infinite, senza che T integrale dovesse in quel 
caso divenire infinito , allora: la serie* non sarebbe di alcun uso: 
ecco però il rimedio. Supponiamo per esempio che la funzio- 
ne^ V^(x) contenga un: termine come tzt ^ ® ^^® P®^. ^^ ^^" 

lore assegnato da noi alla differenza Aa r qnanda invece di x 
si pone a H-^sAa r il denominatore di quel term^ine b — a— 
S^a divenga nullo f allora comparirà T infinito ; diamo» però al^ 
la Aa un valore diverso ( del che siara sempre padroni ) e 
quel denominatore non si annullerà pili y e V infinito- non avrà 
pili luogo. 

(^luesto ripiego non varrebbe se fisse Io stesso valore a che 
facesse comparire T infinito , ed allora converrebbe ricorrere ad 
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una trasformazione deila formula differenziale la no' altra > ove 
questo inconveniente non sussistesse . Per esempio la fòrmula 

— ^^* ^ , essendo m < n diviene infinita , quando « = a ; si 

faccia perciò a — a? = a" , e sara a=a — zT, dx = — 
ttz^^^ dz^ e quindi — ^^^ = — nXz'^^^^dz^ che non è 

pi6 infinita > quando a? = a , ovvero js = o . 

§. 166. Quando T integrale di una differenziale Jidx è una 
funzione determinata di x 9 nella quale la x può ricevere tutti 
i valori possibili 9 secondo V estensione che a noi piace di dare 
air integrale , chiamasi allora integrale indefinito . Se poi in 
queir espressione > determinata V origine dell' integrale per mez- 
zo della costante arbitraria , si assegna un certo valore alia x 9 
allora Y espressione che ne risulta chiamasi Y integrale definito 
della formula Xdx ; così Y integrale indefinito è una quantità 
variabile , mentre il definito è una costante determinata Sicco- 
me accade sovente nella pratica dover ricercare gli integrali de- 
finiti delle funzioni , e di più questi presentano delle singolari- 
tà interessanti y che non appartengono agli integrali indefiniti , 
così ho fissato di parlarne qualche poco . 

Già nel Gap. I. ed. in questo abbiamo esposte per inciden- 
za delle dottrine di questo genere 9 e perciò non mi estenderò 
soverchiamente sopra tale articolo . 






/2/ 

ai -4- 1 - 

% — ^1 esteso da « = o sino ad a? =3 i • abiwiam trovato 



<•( 1 — «•) a . 4 2f ' a 

/ ap dx^ .^^ a. 4.6 r * ^^ • 

' v( I — X*) 1.3.5 ( 2i-rr) ' 

ora facciamo in queste due formule generali £ = i > s j 3 > 4 ec. > 
ed osservando che gli integrali definiti da a? = o , a? = i , delle 
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due semplicissime espressioni f „ ^* . , /* "** — , sono 

Integrali definiti 
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avremo 



v'U-*») a ■ a" 



«V* 



Vd-**) 






1.3 j[ 
2.4 ' 2 

1.3-S 3 
a.4.0' a 



ec. 



r '^^ = I 

y^ii-*') 
v'd-»*) ~ 3 

yvci-»») 



/; 



«Vjt 



'v'U-*') 



3. _♦ 

3 * 5 
3 ' 5 






6 



ec. 



V 

GÌ' integrali definiti della formula /1J^j*L_, ponnó facil- 
mente dedursi dai ritrovati qui sopra : facciamo «: = «», e' la 
nostra fòrmula diverrà f~^. — a /* '**^', . ; e siccome i li- 

= I danno cgnalmente 2; = o , 2 = i , co- 



rniti X 



O 9 ^ 



SÌ avremo T integrale definito di fLJ^^L^ ^ raddoppiando V in- 
tcgralfi definito fj^l'Jl^ . > ed in conseguenza 

ivi*-*') — '^' JTf^r^li^) — T*^' 



L3 
a. 4 



. T 



ec. 



c?a? ( I — X*)' 



'•-I 



Proponiamoci adesso di trovare T integrale definito dai li- 
miti a? =! o , a: = I della formula a" "" ' 
Al §. 105. abbiam trovato 

Tom. Ili G 



5® 
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P 4 -♦■» 



p_ 

paragonando qnesta formula generale con quella che ci propo- 
niamo , si avrà a=i, è=— i, a = 3,p = a«— 3> 
^ = a , e quindi 



* a 



»' dx{'l — acx ) = «,H-2»'~i ^ w-t-2»'-i 



''-f 



/af " "" * da? ( 1 — ara?) 
Ora il primo termine di questo secondo mèmbro va a ze- 
ro , quando a = i ; dunque -per la ricerca dell' integrale deft- 
nito si ha 






Se dunque facciamo fj' ^^i = M , qoantid che abbiamo 
trovata sopra , si avrà 

= 1 fx'~'dx{i-xxf:=^ -^^ M 



per n = 

per «' = a fx"'''dx{i - xxf = —^—^-^f^^-^j^ M 

per;2' = 3----'-/«^ d«(i-a?a;) = ^,_^-^-,^:jj^^^-^ M 

€C. €C. 

Cosi troveremo gf integrali definiti per qualunque valore 
di m e di n . Per esempio 



/«U-c(.-««f = i^^^ 
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§. 1 67. Rapporto agli integrali de/miti meritano di essere 
esposti alcuni Teoremi , i quali riguardano V integrale della for- 
mula 

d<petsi p ^^^^ ^^ (b=.o sino a ^ = i8o'. Questi Teoremi 

sono di Eulero ; egli se ite compiaceva al segno di chiamarli 
grandemente memorabili . Si trovano nel quarto Tomo del suo 
Calcolo Integrale , il qual Tomo è una preziosissima Raccolta di 
tutte i' aggiunte fatte da quel Geometra ai tre primi Volumi , 

Cominciando dal caso semplicissimo £ = o , abbiam trova- 
to al §. 1 49 ^ che r integrale della formula — ^^ , definito 

tra i limiti p == o e <p = i8o*, è = ^j^^_-H___ . z , che cioè 
in questa ipotesi , si ha / — ^ 

^ J a-¥tt 



eotp VI»'— i*) * « * 

Ora ricerchiamo V integrale definito di _JPlEl±_i 

Ma per iscansare il radicale V ( a' — 6' ) , &c.ciamo a = 

!>{*««) è = — 2<i , ed allora 1/ ( a* — 6' ) diverrà i 

a et , mentre la nostra formula prenderà questa forma 

dp cot ip 
{ I -+ a* — 2a.cos pf' 

Teuiarao invece di « la lettera a, ben intendendo che essa 
è diversa da quella adoptata qui sopra, e dovrem prendere 

r integrale definito di (j^j|^j*^^^, v. > ovvero , facendo per bre- 

vita I H- aa — aa C05 ^ == A , di ^ì^ìiìÈ contenuto tia i ter- 

mini ^ = o , ^ = 1 80° . La lettera é poi vdglìa:m che sìgnìfi- 
chi numeri intieri e positivi. Per i .numeri negativa basta la stes- 
sa formula dei positivi , poiché cos — ip = cos ^ ip, 

I. Integrazione della Formula 
/^eii? da:> ==.0 sino'à -^ = 180°/ 
Questo è il . caso più semplice della nostra formala , poiché 
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quello nel quale ;z = o , noa ha alcuna difficoltà essendo 
Jd(p cos i<p = 4- sGn ip i e siccome sen 0"* = o, seni 180* = d 

così r integrale fdp cos ip definito tra i suddetti limiti , si an- 
nulla . Se però quando 72 = o lanche f = o , allora fdp = ^ , 
e quindi preso p =: 180°, si avrà fdp =j t , 

Per avere V integrale fi^^^ , io incomincierò da £ = i > 

£ == 3 ec. ) e così passando dai casi pili semplici ai più coropo^ 
sti , potremo avere quanto si cerca . 
Siccome 

r 

così integrando tra i prescritti limiti 1 sarà 

ma abbiam trovato qui sopra f^ = j--~ ; dunque 

T =: LL~-^ t — . 2a r^^t± , e perciò avremo T integrale del- 
la nostra formula per f = i , e sarà ^ 
rdpcos_p _, ^^_ j cosi abbiamo gli integrali dei due primi casi 

r^? = -^, e r^ 



r«/ p ^_^ 4ir I 



Da questi due casi £ = o , £ == i potranno con Y ajuto 
del seguente lemma ricavarsi tutti gH altri 9 nei quali £- è un 
numero intiero qualunque: infatti essendo tra i limiti fissati 

fdp cos z^ = o , si avrà 1 . 



o =^ ( I ^ aa) r^±f^'JÈ ^ aaf^^^^'^^i 

ma è Qcos p cosip = cos ( £ — 1 ) ^ H- cos ( £ H- « ) ^ ; a- 
vrerao dunque 

l±.ff rdp c0ìjp ^_ rjp^9s(t^ì)p ^. rdpc0s{i'¥\)p . ^^ ^^^ gj ^,-, 
cava questo lemma 
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A 4 J ^ J 



ù 



preso ora £ = i , si avrà per il detto lemma 
j-dp^ ^ l^aaj^^cp _y.^^ ^ i^ conseguenza 

Prendiamo f =: a , e Io stesso lemma ci darà 
rdp€0s^ _ ij+jr^ r^^JììJl r dpcàsp ovvero 

J ù. a J L J ù ^ 

r dpcos30 _. ^^^ , ^gj2^ g^^^g^ guis^ preso £ = 3 » si ha 
r^f^m4^ == J^; preso i = 4. si ha 
y^.r5£ ^ _^»__ . gjj ijj generale 



1 — tfa 



IL Integrazione della Formula 
j-dp^np da ^ = o siao a ^ = 180" . 

§. 1 69. Il caso più semplice è quello nel quale £ =: o > 
dobbiamo allora integrare f^ . Per questo , osservo che la for- 
mula finita ^^^ =3 V svanisce quando ^ = o e ^ =s ij3o* » 
onde facendo ' 

dV = ^-^t± — ìdL'l!^ , ovvero 

dV = ''-^"'a;"»-'«^ , s' avrà integrando tra quei limi»» 
o = ( , -^ aa )pl^ - aa//t • 

Ma abbiam trovato superiormente f^ == 7^^ » donane 
moltiplicando sopra e sotto per A» sarà ancora 
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I — Ma 

quazìone si ncava 



( I ^ aa>/'0 — 2af^J^ j ora dall' ultima €- 



rdp ettp __. _2«_ rdp^ . sostituendo per tanto questo valore > si avrà 



che si trova 

/dp *■ ( I H- 4il ) 



.Di qiù 5i ottien subito f!^^J± == (T?ii7 ' 
Per gli altri casi , consideriamo l' integrale ottenuto al §. antec. 
rdp eos ip __ _^ ^ £1 qTjaie moltiplicato superiormente ed infe- 
riormente per A > ci darà quest* equazione 

= ( I H- aa )/^^ - ^a féìSìll^'JUll , che prende 



K»* 



• - « tf 



k. 



1 — #tf 

questa forma 

aj ^ 

" Da una tale equazione si deduce questo lèmma 

/Jpeos{i'¥ì)p t-¥aa f dp eòt ìp fdpeoti*— i)P 
S^ ^J A» / A» l-aa 

Facciamo £ = i , e questo lemma ci darà 

» 

/ dp eos 2 P l-HOji / dp eos p fdf^ >r__ Q^^g sOStitUCudo i 
^. a J ù.* ■ J ù.* i —a» 

valori ritrovati per i due integrali del secondo membro, avremo 



»»*-• 



/ 



dp.eotip »( IH- tftf) — y(l — <»<»)* ararf< 3— 4tf) 

Facciamo z = a , e dal premesso lemma ricaveremo 
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'Jp . C0I3P __ t-^aa rdpe»S2p fdpettp wa 



l — »» 



» ovvero 



A* a J ù* J ~~E* 

— _ \ ^^^_^y i- , che SI riduce a 

7 A' (!-*«)' ,' 

Sia £ = 3 , ed avremo per lo stesso lemma 

J A* (! — ««)» 

« 

f!^IP = ^^^iAr.^ j ed in generale 

r dp . c»> ìp __ ir4«{l-H-(>-l)4*} 

J ù* (1— «)* 

111. Integrazione della Formula 
f^JP da ^ = o sino a ^ = i8o'. 

§. 169. Per il caso più semplice di tutti f^ serviamoci 
della formula 
V==i£^, e sarà 

A* 

dV = ^1?-^ - Ì!^P^\ ovvero 

^y ^ (.H.44T^^>.>,^-2^^^..,».-4^^^,,>fr« ^ ^ scrivendo i - cos p* 

invece di senp^y qaindi integradO) avremo 

/dV = o == < I ^aa)f^J^ ^^af%^ ^^f^^^ 

Aggiungiamoci ora questa forma indefinita 
* = A/i^ H- By*|? , e si avrà , differenziando e ridocendo al 
denominatore A* 
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dV 



H- c?« = -T ( I -^ aa)cosp — 4a H- aa cos0* -j- AA' H- 

^(£^il == ~ 4<z H^ A e I H- àa r H- B ( I ^ aa) ^ 
•f I H- aa — 4Aa ( i -f. aa ) — p oBa } cosp '^ ■{ aa ^ 
4Aaa ìi cos (f>* . 

Si deterroioino le quantità A » B ia gnisa che svaniscano 
i termini ove si trovano cos p , ( cos ^ )* , e s* avrà 

2CL -+• 4Aaa = o, i -i- aa ^ 4A{i -+ uà) a— aBa = o , da coi 

A = — -1, B == sJJLdifll; quindi 



</9 « 



ovvero 



/( dV H- d5 ) == ii:::^* y^ ; ed essendo tra i dati limiti V 



o , SI avrà 






"Diì casi qui sopra trattati , abbiamo 



a J Ef ^(i~^) . » sarà dunque 

/dp __ ar( t •4- 444 -f <*) 
A» (I-M)' 

. Per passare ai casi più complicati, si osservi che essendo 

y ^ ^^ TT^^^Mp" * ^^ *^^^ P®'^ mezzo della riduzione adoprata 
sin ora 

\^^9 = ('-*•«« )/g - aa/^ie , d' onde si ricava 
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fdptosp 1-+^ r^ lllJt^'L. e perciò 



«•* ( 3 -*• 3 *gj ♦ ma neir articolo precedente abbiam trovato 

rrf<. eot tp ya*(»-»i- (»--0''^^ j donque moltiplicando questa for- 

mula integrale snperiornjcntc ed ioferiormente per A > avremo 

ovvero 

«rj' {; H- 1 -(£-1)44} _/,._- N fdpmjp _ a npc0t(i'-J)P _ 

firriTr V ^ -f ; J A» ^ A» 

^ r4ipeot(i-+i)p ^ d'onde si dednce questo lemma 

I -t- tfd A'<^(^ «* ip r^p "" ( * ""JJLè 

AJ 

Il--»)' • 

Facciamo pertanto i =2 i , ed avremo 
fdpcotip L±f?. r^—^ r^ ~ — 5 ove sostituiti ì 

J ""a' • j 'A' y A* (! — *»)•' 

valori degl' integrali del secondo membro > avremo 

y A» 7~' (l-aa)* (l-«*)*. ^- (1-**)' 

6raa 



/ dpcot(i-\-ì)P - iH-tftf r </(fi e»s ip /V 
AJ" a J' £l' J 



T»' 



(i—aay 

Prendendo i = 2 , si ha 

/JpjffSP iraHio — f^a-^a*) .£--.« ci dà 
A' (1-4*)* * ^ 



F 
f 
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C-^—) =c i -f- I » (v^-f) = i ; le altre formule svaniscono . 

Sarà dunque 

V = £-hi — (i — i)fla> e perciò 

e così degli altri casi . 

Del resto chi ama le eleganti verità analitiche per se me- 
desime > ai:che quando siano prive d* applicazione 9 non tralasci 
di leggere tuttociò che ha rapporto a questo Teorema 9 e che 
si ritrova nel citato quarto Volume del Calcolo Integrale d'Euler. 

§. 171. Gl'integrali definiti si ponno talvolta esprimere per 
mezzo di ira prodotto d' infiniti fattori . Ci. basterà farne quali- 
che esempio. Se per i noi indichiamo un numero infinito, è da 
tutti i Geometri ricevuto questo principio, che /3 h* f == £ h* « 
essenda «v^ due quantità finite qualunque; di qui segue che 

gfintegrali delle due formule /a? d<x{ 1 - tx^yfx^^'^dx^i - 



n .m 



C6 ) , definiti dai limiti x= o, x= i, sono eguali tra loro, 

imperocché x è la stessa cosa che x ; e se non si vuole 
ammettere quest* eguaglianza a rigore , i risultati cai giungere^ 
mo saranno approssimazioni . 

Questo premesso, proponiamoci di trovare il rapporto ch& 
jiassa tra i due integrali defiliti. 

foù doc^( I — X ) y fx ax( i — X ) espresso per 

un prodotto' d' infiniti fattori . 

Essendo ( lasciata la parte algcbraica che si aunulla quan»- 

do a; = I ) 

^--» f — ti ' 

foc dx{i—x) =?L±Ì/a: dx(i —^ x ) t 

se si fa 772 H« n invece di m in quest' etjuaaione x si avrà 



CALCOLO INTEGRALE GAP. V. 



6l 



A-» 



JOO (XwT ( I tX ) 

a; ) 5 e quindi 



» . » 



f;iH-»-4-*. /-^'«"^S/i-l 



I» •+ » 



tZ.\' ( f 



*-» 



.. ffl »— I 



/«?"• 'dxCi -.r'') * =L?L±ÌIi^rt^/aj'''"^'*~' 



W l »i H- « ) 



c£a?( I — 



*-» 



^ ) 



Continuando Io stesso artifizio di sostituzione in sostituzio- 
ne ) giungeremo a questo risultato 



» V » 



fx cf cV ( 1 — e» " ) = 



_, (f» -t- A) (fP -V ^ H- «> (w -*• jfc -4r 2») . . .(m -♦•*-*- I») 



.(l»-i-i;)ll»H-2»). If»-*-/») 



X 



fx ax\^\ — 0? ) , ove t può essere qualun- 

que 9 e noi lo supponiamo infinito • 
Egualmente troveremo 



yo?*^ " c?jc ( I — a? ) 






Ora le due formule integrali dei secondi membri sono e 
gaali tra loro , perchè gli esponenti ^^in-^n — i, m 
in ^ n — I sono infiniti j dunque 



*-» 



rx'^^^dxii-^) • 






X 






ec. 



6a 
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Le lettere m,n ^fi yk indicano numeri 4jaaliuique positivi . 
Facciamo k = s* n = 2 , e sarà 



f* 



— 1 



*» l(" -1-3) * <« -♦• 3) (/* -+ 5) \{ 0,^.4 )(;, ^ 2 ) 



/*'' '«/*(i-**) 



• \2 



ec. 



e fatto ra = :«2 , /A = I , avremo 

fxdx>^(ì—x*) 1.5 3.2 5.9 



/rf*V(4-**) 



a . 4 4.6 6.8 



ec. 



mala 



Cerchiamo .adesso r integrale definito della prima for- 






fx dx(i — x") " tra i limiti a? = o , a? = i . 
Avendo ritrovata qui sopra la ragione dell' integrale 



fx jlx{i 






air altro fx'* ' dx(i — x' ) 



k-n 



qualunque sia /t , determiniamolo ora in modo the questa se- 
conda formula possa integrarsi . Sia per questo j* = /z , ed a- 
vremo 

k—H k 



fx dx( I — x") 



C 



t(^ 



n . • 



X ) 



fi • • » 



I — (r — *»)» 



ì determinata la costante G per annullare Y in- 



tegrale quando a? = o . Facciamovi ora a? = i , ed otterremo 

k -n 
n — i 



fx dx( I — X ) 



k-» 



H 



fx"" ^ dx ( — x") 
^!l5L±*±JLL ec. 



-1; dunque 

k -■ 



I » 2» ( fw H- i( ) 



* m (m-(-« j(A-t-«) 



X 



CALCOLO INTEGRALE GAP. V. 63 

Per esempio facciasi ifc = ;z = i ^ e sarà 

si sa d' altr' onde •. 

Siccome poi nel!' espressione^ generale- le lettere m^h so- 
no permutabili , cioè ponendo una invece dell* altra , quella e- 
spressione rimane la stessa y così per il caso di of = i , avre- 
mo quest' equazione 

£x^ dx[i — X ) = fx ^ dx{i — x^) 

Ci siamo trattenuti sopra» queste- ricerche- per* addestrare i 
aostri Lettori negli artifiz) d' Analisi . 



' • V 
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Integrazioni degli Ordini Superiori , 
ed Integrali raddoppiati. 



A 

§. 172. JlJLL §. 99. abbiamo spiegato ciò che significa 

questa espressione /" Pcfjc" ; essa è V integrale n di Pdfjc* ; 
essa esprime quella quantità Q , che diflerenziata n volte di se- 
guito ci dà per risultato di queste n difFerenziazioni la quanti- 
tà Vdx" , di modo che si debbe avere ( ^ ) dx' = Pdfo?" , ov- 
vero (^) = P. 

Il da?" neir espressione /*Pda[?* è un indice destinato a mo- 
strarci quale è la variabile rapporto a cui dessi integrare , e 
ad operazione eseguita , svanisce affatto dal calcolo ; per questo 
dee considerarsi V espressione f Pd»' come una funzione di a: , 
non contenente in modo alcuno dx . 

Essendo , giusta le convenzioni stabilite per V algoritmo del 
Calcolo DifFercnziale ed Integrale 

f'Vdx" = fdxf'Vdx""^' =z fdxfdxf^^'Vdx^'''' = 

fdxfdxfdxf'"'^Vdoe"'^ = == 

fdxfdxfdx fVdx 

quando si prenda un numero n di segni soramatorj) perchè eia* 
scuno di questi membri significa una quantità Q il cui differeu- 

zìale n deve essere Vdx' , concluderemo che per avere l' ef- 
fettiva espressione Q dell' integrale /" Pc?a?' > bisognerà cominciare 
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dal fare con le regole ordinarie le seguenti integrazioni 
/Vdx =Mh-G 

f'Vdx" ^/dxfPdx =/( M -h C ) di» = N -^ Ccc -i- C" 
pVdx' =/dx/dxfVdx = L H- CV H- C"x -h G" 
pPdx* = fdx/dx/dx/Pdx = H -4. Ca' ^ C'a;' -». C "a? -f C 



• .• • • •« 



'•■•■•■•• 



/Tcfo?' =r /dx/dx /PJa? = T h- Co? 



• — « 



nelle quali M , N , L ec. , T sono funzioni di re , ^ C >'C" ea, 
ciostanti arbitrarie , ed allora T ultima di queste integrazioni ci 
darà 1' integrale cercato: esso sarà -completo^ perchè contiene 
tin numero n di costanti arbitrarie . 

I^ credo che non abbisognino esempj; pnre ^e vuoisene ta<> 



lune , proponiamoci la formula /"* ~ , .ed avrcojo 



/' ^ = fàccfcb,fdxf% = -.J-l0gx^ CV H- G V -i- 



C"x -^ G 



///> 



Il Teorema 4i Tajlor ci somministra anche nn metodo ge- 
nerale per ottenere Y integrale espresso per serie di una qualun- 



etttnp 



que formula differenziale Pda?* dell' ordine n . Infatti facendo 

Q =/"Pdx-. sii« (g)=P, (^;^) ^ (£), (p)= 

TOOT. ///. I 



>, 
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ora qualunque sia Q, il Teorema di Tajlor ci dà questa serie 
per rappresentarlo 

Q=c--^«(g)-.-'^(i:?)H- -^ 



» • • » » • m 



a. 3 

«■+1 / .»-»-. I 

a. 3 («-*- 



-\ ( ^HT / H- ec. 



valori di C, (g), . ... (^^) no»* sono dati uè 



purché si faccia or = o nei termini (g) , (^^) ec, a differen- 
ziazione eseguita v C rappresenta il valore di Q in questa stes- 
sa ipotesi. Se dunqu© nel secondo membro di questa equazio- 
ne , invece di (^)r (—r^^^ ^^ * poniamo i loro valori P, 

( — ) ec. , facendo in questi x = Oy si avrà la serie che rap- 
presenta il valore della funzione incognita Q . Siccome poi i 

/;_ 

dall' equazione Q = fPdx' y ne dalle sue diflerenziali , essi 
rappresenteranno perciò tante costanti arbitrarie, ed avremo» 

indicandole per C , G" > C" , . G y 

Q = f'Vdx = C' H- €'x H- C"** H- H- C x 

(i^) H- ea 
Per far qualche applicazione di queste integrazioni , prò- 

poniamoci la sene -(^^-j^ -*- ("j^^ , ) l « -f^ («»-v3)(«h-3) ■ 
della quale se ne voglia la somma , m rappresentando qualun- 
que numero . 



•y 
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Per questo si moltiplichi il priaio termine per a? , il 



secondo per x , il terzo per tx ec. , si eguagli allora 

quella serie ad j ^ e si avrà 

Questa serie idivicuc la proposta facendovi a: =5 i ; cosi jf 

rappresenta la somma della nostra serie , ponendo a? = i • 
Di/fbrenziamp xlue volte quell' equazione ^ ed avremo 

/i/*y\ » — I Mt IW-4-I wH-2 jr*-* i 

(^, ) = 0? -f X H- a? -*• 0? H- ec. = ~— ; dunque 

Per avere in conseguenza la somma cercata nel valore di 
j , dovrem fare x ^s^ i zd integrazioni eseguite . 

Integrando per parti > ^i avrà j = ^ fflll^ — f~—\ e 

J I — * J I— JC 

facendo x = i fuori del segno «ommatorio > verrà 

f — ^fL^ JLI =z fx dx =^ — i onde nel nostro 

.1 — jr •' f» 



ca- 



so sarà 

jr_ _ I 



m mim-^ì) (f»-M)(i7/H-2} (i»-t-a)(iw-l-3) 



ec. 



Sia m = 1 y ed avremo — h- -^ H* — H — ^ — »- ec. =: i . 

a 2.3 3-4 4-5 

Sia da sommarsi quest* altra serie 



«»l«l-f-l)(OT-*-i) (IW+|){|»H-2)(JIÌ-+ 3) 



ec. 



{ w H- 2>i« ^3)(» H-4) 

2 W-f 3 



Puniamo j^ =r — ' .^ ,* 



ec. 9 e differenziando otterremo 
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(^)s=«?* -^«? -i- « «-i- a? H:. ec. ss |-~, e 
quindi 

e se ad integrazioni eseguite faremo a? = * » il talore di y et 
darà la somma della serie proposta: ora integrando per parti 
si trova 

e facendo, a? = i fuori del segno sonanatorio , si otterrà. 

^ ~~" "^ J ì — X J 1— »• 

? da? -i- — 

a - a 



7" * 



r- 






questo valore di y diventa = ^^t^^tTÓ' <!«andòar = i; dunque: 



i< I . I 



3;;,(«,H-i) «(»-f i)C«-»*a) (»-n)(»-i-a){nr-«-34 

ec. 



• •' 



(ffl-+'3)(«-+3)(«»"'^4) 

Nella stessa maniera, potrebbero- trovarsi" le somme del- 
le serie- 

r ^ ,j^ L .^ r -f ec. 



e sarebbe -.; \-. ;. 1* somma della prima r 



ec. 



« . •. • 



4vi ( w -hi ) 1 1» -+ a ) l w -1* 3 ) 

altre • 



^ k somma della secoada> e così delle 



CALCOLO INTEGRALE GAP. VI. 69 

§. 1 73. Nei Capitoli I e V , ove abbiara parlato dell' in- 
tegrazione della formula /Pdx j abbia m supposta che P fosse 
nna funzione qualunque determinata e conosciuta di x : ora può 
la medesima P contenere delle formule integrali , come /Rdx j 
fSdx ec, può esser cioè una funzionr p{x y/B.dx jfSdx ec, ) 
di a? ^ di fRdx ec. : in questo caso si dimanda come potrebbe 
aversi V integrale effettivo della formula f(f>{ocy /Rdx , fSdxy 
ec. ) dx . 

Già si suppone che le formule fR dx , fSdx non siano 
integrabili, imperocché se lo fossero, si effettuerebbero T inte- 
grazioni , ed allora P diverrebbe una sola funzione di x . 

Per soddisfare in generale a questa ricerca , altro non si può 
prescrivere che determinare per approssimazione i valori degli 
integrali /Rdx , fSdx ec. , e quindi sostituiti in p , integrare 
la formula f(pdx con i metodi ordinar) \ si avrà così un valo- 
re approssimato di ciò che si cerca . La sagacità del Geometra 
nei diversi casi particolari dirigerà la scelta degli integrali ap- 
prossimati di /Rdx > fSdx ec. , onde giungere ad un piii esat- 
to risultato. 

Non ostante che gV integrali /Rdx , fSdx non siano as- 
,€egnabili, pure vi sono delle formule f^dx y le quali ponno 
integrarsi , o almeno ridursi alla forma di quelle trattate supe- 
;^rior mente . 

Per esempio , vogliasi il valore di fVdx /Rdx , e suppo- 
niamo che fPdx sia integrabile ed = X ; avremo secondo la 
regola d* integrazióne per parti , chiamando z il ricercato in- 
tegrale , 

z =r /VdxfRdx=^ X/Rdx — fXRdx . 

Così r integrazione della formula fPdx/Qdxy la quale 
conteneva due segni sommatorj, è ridotta ad integrazioni di for- 
mule che ne contengono un solo . • 

Egualmente proposta la formula differenziale /Pda? (/RdxY 
nella supposizione che /"Pdx = X , ne cercheremo V integrale 
in questa guisa : 

/Vdxi/RdxY =zX{/Rdxy ^ nfXRdxi/Rdxf^\ e Te- 
«ponente n sarà scemato di un* unità . Se XRdx sarà una quantità 



70^ MATEMATICA SUBLIME 

integrabile , si potrà con lo stesso mezzo far dipendere Y integrale 

fXRdx{fRdx) da un altro in cui T esponente sia anche 

scemato di un' altra unità , e così di seguito , finché si giunga 
ad un esponente s= i , ed allora ci troveremo nel caso sopra 
considerato • 

Lo stesso artifizio è applicabile alle formule 

fPdx {/RdxY {/Tdxy ec. Basti averlo accennato. 

Sapponendo che Pdx non sia integrabile i si ha 

z =flPdxfRdx z=fPdx xfRdx — /Rdx/Fdx 

così per avere in quel caso il valore di fPdx/Rdx^ possia- 
mo prendere Y integrale approssimato di fRdx ^ e moltiplica- 
to per Vdxy integrarlo di nuovo, ovvero, se ciò sia più como- 
do , servendosi di quest' ultima formula , prendere Y integrale ap- 
prossimato dì/Pdxy e moltiplicato per Rdxy integrarlo di nuovo. 

Per esempio, cerchiamo Y integrale di — C ^* . 

L' integrale approssimato di ~- è (164) 

r_i?_ =. _f j- ___*-l-_ H-" , *^ ,. H- ec. , e quindi 

/ dx rjt- == r *'" -I- 
^{l-{,4i-^x)*)J a-^x J (a-¥x)^{l^(g'+xY) 



h 



x*dx 

• ec. 



2 (a -•-*)• Vii -(«-*•«)•) 

Gr ìntegra]] di questi termini si ottengono per le regole 
date al Capitolo I. 

Ma sark miglior partito prendere la serie che esprime 1* in» 



tcgrale f— f' ^' Infatti 



ve* — 1« -<■* 



_ =/d« { . -<. '-iiiil -,. ìll±5il H. ec.} 



(x^i^a) H- ' H- ^^~i — — H* ec , e perciò 
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fdx { I ^ ^JL±±L H- ^*"*-*^^ ^ co \ 

^ ^ 3.3 8.5 •' 

= Ar. sen {a^x)x log (a h- « ) — 

(x ^a) — L^-t^ _ 3(JL±.'J! — ec. h- C 

' 2.3.3 85* 

essendo C ]a costante , che porta V integrazione . 

§. 174. Se per z noi indichiamo una funzione di due va- 
riabili X'ty abbiamo detto al §. 35. che ( '^ , ' ) do^dy' e- 



sprime la differenza parziale {m ^ n) della stessa z presa 
OT volfe rapporto ad ac , ed n volte rapporto ad y . Ora data un* e- 
spressioue differenziale Vdx' dy' si può ricercare quella funzio- 

ne 2; , il cui differenziale parziale {m ^ n^ ^^ sia appunto 



m^n 



Vdx'^dy^ di modo che debba aversi (^j;T-i^)c?x"'c?y = Pc?a?"dy", 

r 

-T-^rr) = P- Questa funzione 2; si chiama Y inte- 



esìmo 



graie (77/ h- /z) di Pdx^dy preso tn volte rapporto ad a?, 
ed n volte rapporto ad j^ , e si indica così 

z =: f Pdx" dy" i di modo che queste due equazioni 

• 

dicono in sostanza la medesima cosa ; sono due equazioni sim- 
boliche, delle quali data una, ne segue subito V altra. Il dx", 

dy' in/' Vdx'^dy' sono due indici destinati a svanire dal 

calcolo ad integrazioni eseguite ; essi servono ad indicarci quan- 
te sono le integrazioni che debbono farsi riguardo ad a; > e 
quante riguardo ad y . Nel nostro caso dobbiamo integrare m 
volte rapporto alla variabile a:, ed « volte rapporto allaj^. 
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Le formule , come / PJ^* cfy* si chiamano Integrali 
raddoppiati j perchè dobbiamo integrare relativamente a due 

variabili; egnalmente le foi'mule , come/ Vdx" dy" du ^ 

sopra le quali potrebbero farsi delle riflessioni simili a quelle 
fatte per le prime , si chiamano Integrali triplicati , perchè 
debbono eseguirsi le integrazioni relativamente a tre variabili» 
e così di seguito . Si avverta che gì' indici ed esponenti insie- 
me m j n^l debbono essere intieri : senza questo , queir espres- 
sioni sarebbero simboli di quantità immaginarie, secondo ciò che 
abbiamo dimostrato al §. 114. Se quelle quantità fossero nega- 
tive, allora i segni integrali appartenenti alle variabili, cui com- 
petono gli esponenti negativi , si cangerebbero in differenziali . 

§. 175. Supponiamo ora che le variabili oc^y^u ec. , sia- 
no indipendenti tra loro , di modo che una non senta la varia- 
zione deir altra ;• in seguito considereremo il caso in cui tra 
queste variabili regnino delle relazioni determinate . 

Incominciando dagli Integrali raddoppiati più semplici, pro- 
poniamoci la formula pVdxdy =: ffVdxdy y essendo P una fun- 
zione qualunque di cT e di 7 . 

Per ritrovare T effettivo valore dì ffVdxdy conviene in- 
tegrare due volte una per rapporto ad a: , T altra per rapporto 
ad j^ , ed è indifferente T ordine da seguirsi nel fare queste in- 
tegrazioni : si può incominciare prima dalla variabile a?, ed in 
seguito integrare rapporto ad jy , e viceversa ; essendo poi que- 
ste due variabili indipendenti tra loro , considereremo costante 
la y quando si integrerà rapporto ad or ; ed in seguito costante 
la X quando si prenderà T integrale rapporto ad y ; il tutto è 
conforme alle regole di differenziazione. Incomiuciando dall' in- 
tegrazione rapporto ad a; , e rappi esentando per M --t- G T in- 
tegrale fVdx in questa ipotesi , avremo 

ffVdxdy ^fdy/Pdx =/cfy ( M h- C ) =/Mdy ^/Cdy. 

Ora sia N-hC' T integrale di Mdy rapporto ad ^, e si otterrà 

ffVdxdy ^ fdyfVdx = N h- Cy H- C. 

In questa guisa avrem trovato Y integrale completo che si 
cercava . Le quantità G , G' sono le due costanti arbitrarie che 
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porrà no V integrazioni . La G , che è Y arbitraria ^ allorché si i» 
tegra rapporto ad x 9 sarà utia fa azione arbitraria di tutte le 
qnaatità costanti ed indipendenti da x; essa potrà dnnque esse« 
re una funzione arbitraria dì y j p perciò /Cdy potrà rappre* 
sentarsi per una funzione arbitraria p{y) ài y . 

Egualmente la G , potrà essere una funzione arbitraria V(x) 
di 07, e perciò faremo gGneralmente //Pdxdy = N'h* p(j^) H« 

Saremmo giunti allo stesso risultato > incominciando V into* 
grazioni dalla variabile y . 

Facciamo qualche esempio. 

Vogliasi il valore dell' integrale CCJ^^ . 
Incominciando ad integrare rapporto ad ^ ^ avremo 

JJ XX ^yy J J XX -^yy 

Ma A- $— = - ^rc. tang^ h* P{x) ; dunqu» 



SÌ^J, = ri ^ro. tang ^ H- ?(») H- T(^). 

Incominciando dalla variabile x% avremmo trovato 

Ecco come potrcm riconoscere T identità di qnesti dne in* 
tegrali . 

Essendo Are. tang^ = — — Arc^ tang^ i indicando ~ 

y ^ ^ » B 

un angolo retto 9 ed avendosi 

Arc.tangl^=. ^ - ^ H- ^^ - ,^ ^ ce, sarà 

f^Arc:tang^ = — 2. h- ^ - "^ H- ~*^ — ce. 
f^Arctang^ =:, I. ly ^ I. ^ £. ^ JL ^ J^l. -^ ec.; 

J y ^ y a •'^ » ^^ 9*» ss**, ^^ 4?*'. * 

Tom, JJL K 
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ed il primo termine di qnesto secondo membro essendo nna.fun* 
zione di y soltanto > potrà considerarsi come contenuto entro la 
funzione arbitraria > ed allora d due risultati sono idencicamen* 
te gli stèssi . 

Quando le integrazioni ponno efTettnarsi senza ricorso ad 
artifizio di trasformazione y V identità si manifesta da sq medesima : 
per esempio : 

ffax^y'dxdy = afdoofx^y'^dy == afdxyLJ^^ j. C 1 == 



Hi-*- I i 



(«•-4-i)(«-*-i) 






ffax^y dxdy = afdyfoTy^ dx = afdy \ ^^^ H- C j^ 



«I-M n 
mx y 



_ ^ (b(x\ H* "^{y^* 

In generale > per avere T integrale di nna di^Ferenziale par* 

ziale Vdx^ dy^j dovrem fare m integrazioni rapporto ad a?, ed 
n rapporto ad j^ : è poi indifferente V ordine da seguirsi in que- 
ste operazioni . Ogni volta però che si fa un' integrazione rap- 
porto ad X y aggiungeremo nn' arbitraria funzione di j^ ^ ed ogni 
volta che integreremo rapporta ad ^ ^ aggiungeremo un' arbitra- 
ria funzione di x ; onde terminate tutte le integrazioni , si do- 
vranno trovare un numero m ^ n Ai arbitrarie > tra le quali 
vi saranno m funzioni di or 9 ed 72 funzioni di y . 

Quantunque sia facilissimo estendere , queste dottrine agli 
integrali triplicati! non ostante consideriamo la formula 

pVdxdydu. 

Per questa conviene fare tre integrazioni 5 ed è indifferen- 
te cominciare da a; ^ da ^ 1 o da z/ . Quando s' integrerà rap- 
porto ad X dovrem considerare costanti ^ 9 ed u ; quando inte- 
greremo rapporto ad y^ saranno costanti a; ed z^; ed infine quan- 
do si prenderà V integrale rapporto ad u > saranno costanti la x 
e la ^ . In ogni integrazione aggiungeremo un' arbitraria che po- 
trà esser funzione delle quantità che sono considerate costanti 
in queir integrazione i così terminate tutte le integrazioni si tro- 
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veraooo nel risaltato tre arbitrarie piy^u), V{xtu)$ ^(x^y) 
che saranno respetti vamente funzioni delle quantità contenate. 
tra le parentesi . 

Gli andamenti die possiamo seguire nel fare qnesta tripli* 
cata integrazione sono indicati da queste sei formule 

r / =:/dx/4y/Pdu \ 

Ì' =/dx/du/Pdy I 
=/dufdyfPdx 1 
=/dufdx/Pdy p^<J''")-*^{*»«*)-^F(j^>»)- 

=fdyfduf9dx j 
=ifdyfdxfSdu ), 

le quali danno tntte. lo stesso risultato • 

§. 176. Neir integrazioni della differenziale parziale Vdxdy 
abbia m supposte le variabili x^y indipendenti. In virili di que- 
sta ipotesi ahbiaiD potuto riguardare una di queste variabili co- 
me cx^stante , allorché s' integrava relativamente all' altra , e sta- 
bilire che le due arbitrarie portate dall* integrazioni , esser pò* 
teano respettivamente fonzioni di x ^y . 

Qnesta ìstessa indipendenza dà luogo ad una importantissi* 
ma considerazione sopra V integrale duplicato ffVdxdy . Otte- 
nuta la funzione P(a?,j^)., la quale esprime quest'integrale, 
supponiamo che esso debba essere esteso a riguardo ^i x sino 
ad 0? = & 9 ed a riguardo di y sino ad ^ = ^ senza che d' altr' on- 
de vi sia alcuna dipendenza tra 6 e |3 ; basterà per questo por- 
re x=^b in F(a?,j^), ed avremo allora y7Tdard[y==F(&,^). 

Ora si può giungere al medesimo risultato ancora in quest* 
altra maniera ; cangiata la formula ffPdxdy in fdxfVdy > si 
cominci al solito a cercare V integrale di Vdy nella supposizio- 
ne di X costante , e sia questo integrale f{x^y)\ ci resterà 
dunque ad integrare /f{oc^y)dx nella supposizione di jk co- 
stante . Estendiamo V integrale f( x ^y) fino al suo termine cioè 
sino ad jf =r /3 ; sarà fPdy =f{ x^fi)^ e resterà a cercarsi i^ 
valore di ff{ Xy^)dxj che ci darà V integrale richiesto, di già 
esteso sino al suo termine a riguardo di y . Essendo fi una quantità 



V 
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costante ed indipendente da »., come era. /f^ x t y ) dx = 
F(jc,^) integrando nella supposizione di ^ costante, così sa- 
rà //(. a7,j3)c?a? = F(a?,^)i facciamovi op = 6 , ed avremo 
F ( & 9 ^ ) per rappresentare V integrale della formula esteso si- 
no al limite di a? = 6 , j^ = p . 

Quindi conclnderemo , che essendo le due ' variabili indi- 
pendenti , è lo stesso sostituire a; = 5 , > = (3 ^^H' integra- 
le duplicato f/Pdxdy , dopo avere eseguite le due integrazio- 
ni , ovvero sostituire j' = ^ dopo aver integrato rapporto ad y 
ed 07 = & , dopo r integrazione rapporto ad » . 

Ma se le due variabili Xjy hanno tra loro una tal rela- 
zione per la quale nel fine e nel principia dell' integrale i va- 
lori di y debbono essere determinati per quegli di Xj essendo 
ivi una di queste variabili funzione dell' altra , per esempio y 
funzione di or /allora la cosa passa assai diversamente. Integra- 
ta la formula Vdxdy prima per rapporto ad y ^ come se le va- 
riabili fossero indipendenti, ed ottenuta una funzione F(xyy)^ 
C=/Pd[y, conviene, prima di fare la second*^ integrazione , 
estendere quest' integrale sino ai punti ove la y abbia quello 
stabilito rapporto con la x,i imperocché Y estensione dell' inte- 
grale rapporto ad y dipendeudo da x , dee considerarsi come 
una funzione di 07, e per conseguenza debbe influire nella se- 
conda integrazione riguardo ad x. Per questo, supponiamo che 
al principio dell* integrale debba essere jf = ^(a:) , ed alla fi- 
ne y = p'{x): èssendo C un' arbitraria funzione di Xj deter- 
miniamola in modo che Y integrale abbia il principio voluto, e 
sarà C = — F(*>^(»))> onde data la conveniente estensio- 
ne all'integrale riguardo ad j^, si avrà fVdy = F(a7,^'(»)) — 
^{x,p{x)). 

Indichiamo questa funziona di x per T(ac), ed avremo 
f /Vdxdy =^frxdx^ che si integrerà con le regole ordinarie. 

Rendiamo per mezzo di esemp; più chiara la dottrina da 
noi stabilita per gì' integrali doppj , quando le variabili sono di- 
pendenti tra loro . 

Abbiasi la differenziale parziale dxdy y/{a — »* — J'* ) 

e se ne voglia Y integrale doppio ffdxdyV {a^ -~ ^* — >*) 



/ 
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sella, aopposiziooe che rapporto ad y V intanile debba estea* 
dersi a dei confini > nei quali sia tra » ed ^ questa relazione 
j>* -(. a?* = a* . 

Ij6 regole ordinarie d* iotegrazione ci danno ( somonen- 
do in qaesta prin^a integrazione « costante ) 

«' ) Ar. sen ^^^/_ .— : avremo donqn© 
/dx/dy^{a' — fo* ^y*)^fdx {l^v(a* — a?* ^f) h- 

■ 

1 (a" — a?* ) Ar, sen -^r— / \. 

Neir eseguire qaesta seconda integrazione riguardo ad y , con- 
viene prima estendere il primo integrale sino ad ^ = -|/(o* — 
x^ ) ; facendo dunque 9 prima d' integrare ^ y =z ^^aa — xx} 
sotto il segno sommatòrio > troveremo 

/dx/dyV{a*-^x'-^y')=/dx{o^2^{a'^x').^y=, 

—fi ^ — x*)dxj e quindi 
4 

fdxfdyV{ol^ — »* — y ) =» —(«a* — — ) H- C, essendo G 

una costante arbitraria chjB porta Y integrazione . 

Per farne nn altro esempio 9 io osservo che Tarea compre- 
sa tra r ascissa , Y ordinata 9 e Y arco di una curva > ha gene- 
ralmente per differenziale ydx ; di modo che se rappresentere- 
mo per z una funzione, delle due coordinate x^y^ eguale al- 

lo spazio suddetto , si ha sempre (P)dx = ydx . 

Ora prendiamo la differenziale di qnest' equazione rappor- 

to ad ^ , ed avremo ( ^ ) dxdy = dxdy ; dunque conclndere- 

' mo che lo spazio compreso tra 1* ascissa , 1* ordinata » e 1* ar-^ 
co di nua curva» è una tale funzione delle due coordinate «» 
y ) chie la sua differenza parziale presa per rapporto- ad « e 
ad ^ ) è eguale a dxdy ; risulta di qui che Io stesso spazio sarà 
eguale all'integrale duplicato /y<i«c£y , ed sivremo z =s ff dxdy . 
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Jj integrale poi rapporto ad y dovrà estendersi sióo ai punti nei 
quali y ha con la variabile x la relazione data dall' equazione 
della curva . 
p. Ciò premesso > proponiamoci di trovare la superficie del 

circolo ERHQ , riferito ai dae assi G A , GB . Sia il raggio e ; 

CF-=/» FQ =g coordinate del centro, GP s= «, PY s=y, 

ed estendendo V integrale rapporto ad y sino alla periferia , o 
trasportando il punto Y nella periferia del circolo, ivi avremo 

ce = (/—«)*-»• ig — yT' 

■ • Ora ffdxdy =ifdxfdy ^^fcbc ( j' H- C ) . Se dunque si 

estende quest' integrale rapporto ad y dal punto Q al punto R , 
siccome si ha ^ == ^ =fc y( ce — (/— * )*) » ^ si suppone che 
questo integrale sia nullo quando y ha il minore dei dae va- 
lori , si avrà fdy =^ — ^H-V(c* — (/ — «)')» ove fa- 
cendo j» = al maggior valore ^' -i- v/ ( e' — {f — a? )* ) , otterremo 
fdy = av' (e* — (/"' — « )* ) » che sarà l' integrale rapporto ad 
y esteso da un limite air altro . Avrem dunque 

ffdxdy = iifdxV{cc ~ (/— af )*) = e' — (/— x)V{cc -• 
(/ — * )* ) — ce Are- seni—. 

Determiniamo C in modo che V integrale svanisca , qnan« 
ào X ^=if — e ) ed avremo allora la superficie del «egmento 

QER = icc — (/— «)v'(cc — {f — ocy) ^ ce Atc. 

sen i^^ . 

e 

Estendiamo quest' integrale sino ad x=f'^ e, e si avrà» 
ce Are. seni^^ = — ce Are. sen i = — — ce^ e però la su- 

perficie ERHQ = ^cc ^ ^ ce = ^cc , come si sa • 



In qnesto §. abbiam supposto che s' incomincino le integnU 
zioni da y ; potiiano invero incominciare da a; » e tutto sareb^ 
be lo stesso . Fatta la prima integrazione rapporto ad x come 
se y fosse costante , dovrebbe in questo primo integrale sosti- 
tuirsi invece di a? il suo valore dato per y j avanti di incominciai'si 



CAtCOlO 1NTSGRALV CAF, Vi. 79 

la seconda integrazione rapporto ad y . Basti aver fatta questa 
avvertenza una volta « 

$. 177. La ricerca degli integrali raddoppiati ffPdxdy ta* 
Inne volte si rende molto più semplice per mezzo della trasfor^ 
mazione delle variabili . 

Prendendo in vece di re una certa funzione di due nuove 
variabili t ed u^ e parimente prendendo per y un' altra funzio- 
ne delle stesse f ed z^ > si può sempre trasformare V integrale 

doppio ffVdxdy , in quest' altro ff¥dtdu y nel quale F è una 

funzione di f e di z^ , e T integrazioni debbono farsi relativa^ 
mente a queste nuove variabili. Non si ponno dare regole ge« 
nerali sopra la scelta delle funzioni da sostituirsi invece di x e 
di y \ talvolta giova rilasciare una di queste variabili 9 facendo 
la trasformazione a riguardo dell' altra > considerata allora come 
funzione di una nuova variabile f , e della variabile che è re* 
Stata } insomma tutto dipende dalla sagacità del Geometra ; e pe« 
rò importantissimo dar la regola generale di questa trasformazio^ 
ne j la quale non ben seguita da taluni Geometri , li ha fatti 
cadere in gravissimi errori. 

Sia dunque da trasformarsi V integale duplicato ffVdxdy ; 

essendo F una funzione di otr e dì y : incominciamo a trasfor- 
.marlo soltanto a riguardo di y supponendo che debba restare la 
X . Per questo indicando per u un' altra variabile ^ riguardiamo y 

come una funzione di x e dìuydì modo che sia dy = Vdx h* (^du : 
ora data all' integrale duplicato ffVdxdy la {ovmz, /dxfVdy ^ nel 
prendere Y integrale fVdy conviene considerare x come co- 
stante » e perciò avremo in questa ipotesi dy =: {^du ; dunque 
ffVd^dy ^==^fdxf^()du=:^ffl^(^dudxi e così il nostro inte- 
grale duplicato dipenderà da un altro in cui le integrazioni deb- 
bono farsi rapporto ad « e ad z^ . Sì avverta che in questo se- 
condo integrale il P è una funzione di x e di z^ , giacché ab* 
biamo tacitamente supposto di aver da esso eliminato y per mez* 
zo della funzione di a? e di u ^ che gli è eguale . 

Trattiamo adesso V integrale duplicato ffVQdudx come ab- 
bìam trattato ffVdxdy > e supponendo x eguale ad una funzio- 
ne di m e di f , per cui si abbia dx = ^dt ^ Sdu ^ avremo 
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fdufPQdx == /du/PORde ; poiché la supposizione di u costan- 
te neir integrazione /"PQdx , ci dà dx = "Rdt » ed in conseguenza 
f/Vdxdy = ffPQdudx = ffPQKdudt , ove si vede che 
seir nltimo integrale duplicato le integrazioni dovran farsi rap- 
porto ad u ed a f . Il F è una funzione di ^ e di i/, poiché 
dopo aver da esso eliminato y ^ vi si elimina la a: ponendo il 
valore di questa variabile dato in t ed. u . 

Introduciamo subito invece di « e di jf due nuove varia- 
bili t ed u , tali che sia dx = Pidt •^ Sdu ^ dy =. Tdt «4* 
Ydu : se nell' equazione supposta qui sopra dy = Pdx h- Qdu 
poniamo per da? il suo valore, avremo dy = VRdt -+ (PS— :- 
Q) duy e perciò sarà PR = T , PS h- Q = V , d' onde si 

ricava P=f» ^-hQ^V, e quindi QR = VR — ST : 
r integrale duplicato ffVdxdy sarà adunque ridotto a questo 
//P { VR ~ ST } dtdu , essendo dx = Refi h- Sdu , dy = 

Tc^^H- Ydu. .1 

Le integrazioni dovranno £irsi rapporto ad u e a f . Ese* 
guita r integi*azione rapporto ad una variabile u per esempio» 
converrà porre invece. di u il suo valore dato per f , ed in se- 
guito far la seconda integrazione rapporto a f. La relazione 
tra u e ^ si avrà ponendo nell' equazione tra x^y^ invece di 

« e ài y y ì respettivi valori in f ed u . 

Saremmo anche giunti allo stesso risultato in questa guisa. 

Posto ffVdxdy = fdyfVdx , e fatto dx = Rd^ -f. Sdu , 
dy = Tdt H- Ydu » neir ipotesi che y sia costante quando si 
prende 1* integrale fVdx , sarà o = Hdt H* Ydu > e perciò in 

questa istessa ipotesi «?« = — ^dty dx = "Rdt — ^dt ss 
dt { 5v=iT y ^ ^ ^indi /Vdx =/5^^ de : sarà dunque 
ffPdxdy=.ff^L:^Pdtdy. 
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8l 



t 



egraie f 



RV— ST 



V 

RV-ST 



Vdtdy ^fdtf 



RV — ST 



Pc?y, e siccome ndl'ia- 



Vdy debbe- considerarsi t costante,^ cosi, sr à-^ 



vrà dy = Yduy ed ia conseguenza 



I ' 



BV — ST 



Vdtdy = fdtf{ RV — ST ) P^ = //( RV 



// 

ST ) Vdtdu * come sopra . " , - 

Se nella trasformazione dell' integrale duplicato ffVdxdy 9 

avessimo tenuto V ordine inverso cominciando qnest* operazione 
prima da j^ e poi da a: > saremmo giunti a questo risultato 

• /yP -( ST — RV } dtdu , dal che si dedorrà che la differenza 

m 

RV — ST debbe sempre prendersi positivamente . 

Da quanto abbiani qui sopra veduto > resta dimostrata che 

r integrale doppio ffVdxdy , ove le integrazioni debbono far- 
si relativamente ad a; e ad jy , si trasforma in altro 9 ove lo 
integraziotli sono referite a due altre variabili t^u {^ essendo 

tra X ^ y yt y u queste equazioni dx = Rrff h- ^du 9 dy =5 

Hdt -4^ Ydu ) se invece di dxdy poniamo r± (RV -7- Slì!)dtdu^ 

e prendiamo quel segno che rende questa quantità positiva 9 quin- 
di sostituiamo in P invece di a? e di j^ i respettivi valori da- 
ti per u t t. 

Non sia inutile osservare quanto ci saremmo allontanati 
' dal vero 9 pretendendo di sostituire per dxdy il prodotto 

( ^dt H- Sdu) {Tdt^Vdu) == KTde^iRV^ST)dudt^ 

SVdu^ 9 che è ben diverso dalla vera quantità ±= ( RV — 

ST ) dtdu . 

§. '178. Facciamo qualche esempio. 

Sia P = I 9^ abbiasi cioè Y integrale doppio ffdxdy 9 tra 
le cui variabili sussista quest* equazione e* = ( jf — x^ 



Tom. Ili 
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Per fisime la trasformazione, poBÌamo f — a? = -— — ! — . , 

vii ^^UU } 

g j^ = *^ — ; * ed avremo primieramente f s=s e , quin- 
di differenziando ^ . 
dx = TT-TZ — \ ^t Hr — -^^ djt. 

dv = ■■ ^ — ? dt — r du : sarà danqne 

in consegnenza 

Ora neir ipotesi di w costante , si Ha 

J 1 -Ir 

rrtdtd» j_ JL o' /*— '^ = -L e' Are. tang u. 

JJ l -f-UU 2 7 1 -+ «» 9 

Riprendiamo V integrale doppio trattato al §, 1 76 , ffdxdy 
f a* «• y )^ > *^? ^® variabili del quale regna 1* equazio- 
ne a' = » -!-/• Se fecciamo a? =•— -^— , > = v(T^«Vj' 

si avrà a*H*y = t% v(tt* — a^* — /)=='^(«* — *')»^'^ 
invece di dydx , la quantità -^^ J dunque 

ffdxdy{a — a? — J» ) s=yy -p^;^-^;;; 

Faremo ulteriori considerazioni sopra l' integrazioni dì que- 
sti esempi in altro luogo . 

Abbiamo detto che talvolta si può cangiare soltanto una del- 
le due variabili x ^y . 

Sia proposta la differenziale parziale 



fff = —- 1 — tti dancrue facenda t = e f sì avrà 
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^ci«<Ì7^(;,';-^,f^^V:-?/^. -dia qnale » « Q »"» 

funzioni razionali ed intiere di a? e di ^ . Questa formula , non 
facendovi alcuna trasformazione , si ricusa a qualunque integra- 
zione j sia rapporto ad 07 o rapporto ad y . Per poterla integra- 
re almeno relativamente ad una variabile ^ facciamo 

V ( ;f -^.f^^^rl-^ ^ f"^^.-!^^^ ) = f , ed il valore di y ricava- 



to da guest^ equazione sarà della forma A h- Bo? ^-4. v/ ( C 
J}x -i- E^* ) y essendo A , B , C , D , E tante funzioni di t . 

Preso il valore di dy a dovere ^ supponendo x costant? ^ 
non si conterrà in. esso altro radicale che v'(C h- Do? h* Eo?*); 
introducendo dunque la variabile t invece di y nella differen- 
ziale proposta , la trasformata conterrà soltanto il radicale 
\/ ( C H- R^ -+ Ea?* ) , -per il che V integrazione a riguardo di 
X potrà effettuarsi per mezzo degli archi di cerchio e dei lo- 
garitmi • 

§. 179. Si ponno estendere queste dottrine agli integrali tripli^ 

coti ec. Infatti consideriamo Y integrale triplicato ///Zdxdydz 9 

e supponiamo che nei limiti dell' integrale a riguardo di z> deb- 
ba esservi una relazione tra x^y^z che rappresenteremo per 
z ^='F{x yy)j e che in quelli a riguardo di y debba sussiste- 
re tra 'X ed y un* equazione determinata y z=f^x). Di più 
sia Z funzione qualunque òì x^y^z. 

Diamo al nostro integrale triplicato questa forma /dx/dyx 

fZdzi quindi incominciando a prendere secondo le. ordinarie re^ 
gole d'integrazione l'integrale di Zidz^ considerando x^y co- 
stanti, poniamo che sia /Zdz = '*' {x ^y ^ z) . Sostituiscasi in 
questa funzione invece di z yF {x ^y) ^ e si avrà 

ffJdxdydz.Z=:fdxfdyfZdz=:fdxfY{x,yyF(x,y))dy. 

Prendiamo T integrale di "^^x jy yF{xyy))dy nella sup- 
posizione di 0? costante e questo sìa '^^Xyy); ed avremo jx^- 
iiendo neir integrale trovato f{x) per y , ///Zdxdydz = 
f'^'ixjf{x))dx: in fine integrando quest'ultima formula, sìa 
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■*■'(«)»■*'"(*) qnest* integrale , ed avrem trovato il dimandato va- 
lore dell' integrale triplicato proposto . 

Volendo poi per V integrale triplicato fare una trasfor- 
mazione simile a quella fatta nei duplicati : ecco come ci re- 
goleremo . 

Se si volesse cangiare una o dire variabili soltanto » si a- 
vrebbero le medesime formule del §. antecedente : supponiamo 
dunque che vogliano cangiarsi tutte e tre . Siano per questo tre 
nuove variabili f , u , co , e si abbiano le tre equazioni 

dx = Vdt -». Odu -^ Rdw > dy = Vdt -h Q'du ^ R'dw 



Qdi£ -4* RcZw f dy = 

dz = r'dt H- Q'du H- R'dw 

per determinare x^y yZ in f,z£,w. 

Essendo ff/Tidxdydz = fdxfdyfJidz » osservo che nel 
prendere V integrale fLdz debbo considerare x , y costanti f ovip 



vero dx 

o = Vdt 
cui ricavo 



dy 



Qdiù 



o y e che questa supposizione mi dà 
Rdw , a = Vdt -h Q'du h- R'dw , da 



dw = l'2^u,A ^* » ^^ = l^zrs'l ^^ » ^^ ^° conseguenza 



RQ'-R'Q 



QR' - Q'ft 



dz 






dz = df {P"( RQ' - R'Q ) -^ Q" (R'P - FR ) -f R"(FQ - 

Q'P ) J 5 ( RQ' — R'Q ) i donqne indicando il coefficiente 

di dt per T , si avrà 

fZdz = fZTdt ; e quindi f/fZdxdydz = ///ZTdxdydt . 

Abbiamo coù cangiata la variabile z . Per cangiare y , fa- 
remo ff/TiUdxdydt = fdxfdtfTIVdy: ora dovendo essere 
neir integrazione fTITdy , a? , f costanti , ovvero dx = dt = 0^ 
si avrà in quest' ipotesi o = Qdu H- Rdw , dy = Q'du -j* 

R'dw , ed in conseguenza dy =s ^ ■ ~^ cf:^ j dnnqne 

fZTdy = /"ZTCQ'R-QRM da , ed ecco ridotto il nostro integrale 

«/ R 
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tnplicato a. questo JJT^Ii^'Z^Kl dtdudx , ove sono dae noor 

ve variabili invece di _y e di z . 

Per cambiare in fine anche la Xy faccio 

fffim^-z^^ dtdudx = fdtfdufl^^:=^:i dx; e si», 
come neir integrazione / "ZTCQR-qr j^ ^ debbono- considerarsi 

costanti u e t r cioè du = o r df = o ^ avrò dx == Rdco , ed 

in conseguenza 

flLlS^^iMldx =/zt(Q|.:i5E:) ..Rdu) ^ /ZT ( Q'R -. 

QR' ) dw r dnnqne 

fffZdxdyd:^=-fffZ{¥'{-RQ: - R'Q ) h- Q" ( RT - P'R).^ 

R" ( P'Q — Q'P ) y dtdudw : così per trasformare un inte- 
grale triplicato f/flidxdydz in nn altro- simile , nel quale pe- 
rò le integrazioni debban &rsi relativamente- a tre- nuove varia- 
bili f , u , cj , che abbiano con le prhne questi rapporti 

dx^=Vdt ^Qdu H-Rd(«r, dy = V'dt -i-Q'du ^Kéta 

dz = 'S^'dt^Q"du^R"dwr • ^ 

conviene invece di x^y^ z porre nella fnn2ìone Z i respettivi va- 
lori di quelle variabili date in t yUjiJòr quindi invece di dydxdz 
porre la quantità 

{P"(RQ' — R'Q) H- Q"(RT — P'R) h- R"(P'Q ~ 

Q'P ) \ dtdi^d^ , ed in- seguito far le integrazioni > cóme 

abbiamo qdì sopra insegnato. Ne vedremo le applicazioni aS" 
lorchè parleremo delle superficie curve. 
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G A P VII. 

Integrazione delV Equazioni 
Differenziali . 



§. 180. 1^1 ei dne Capitoli HI e IV athiaino trattate quel- 
^^ le equazioni nelle quali la funzione incogni- 
ta e le di lei differenziali non erano elevate al di là della pri- 
ma potestà . Qnesta condizione le ba rese meno difficili ad es- 
sere integrate di quello che siano V equazioni 9 nelle quali es- 
sa non ha luogo > e di cai incominciamo a parlare nel presen- 
te Capitolo . ' . 

Un' equazione differenziale del primo ordine è generalmen- 
te rappresentata da F(a? ,V > ( ^ ) ) = ^ » ovvero ammessa sem- 
pre possìbile la risoluzione dell* equazioni , da {^) = Y(:r,y)| 

essendo il secondo membro una funzione di a; e di y . 

Si presentano subito due casi nei quali essa è completamea-* 
te integrabile 9 o almeno il di lei integrale dipende dall' inte- 
grazione di funzioni differenziali . 

Questi sono quando il secondo membro è una funzione del- 
la sola X , o quando esso è funzione della sola y . Nel primo 
caso infatti si ha 

(^) dx = -^ {x)dx ^ e quindi y =^ f'^{x)dx h- C ; e nel 
secondo — /— (^) dx = dx ^ ovvero -^-^ z=z dx ^ e quindi 

fyfj—. dy =z X ^Qy rappresentando C la costante arbitraria . 

Nel primo caso si trova y eguale ad una funzione di a?> e nel 
secondo , x eguale ad una funzione di y . 
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Egualmente la formula generale che rappresenta T equazio- 
ni di seconda ordine 

(j]^) = '''(«»>r(£)) ^ completamente integrabile in tre ca- 
si , cioè quando il secondo membro è funzione di x solamen- 
te, quando lo è di j* , e quando lo è di (i^). 
Nel primo caso sì ha'* 

i^.)dx*=sr{x)dx% 6 quindi d'y = v{x.)dx'r 
dy=(^Jdx^/l^:(.x)dx*^G 

• « 

essendo G , C due costanti arbitrarie ; e considerando il divi- 
sore a. contenuto entro la costante G , si ha 

y==pv(x)dx:^Cx^(J. 
Nel secondò caso si ha 

(£) (57.)^* = ^(j')*(g)^^' « ^^^^^ (£) =p^ « sosti- 

tnendo , avremo^ 

JP (£) dx =^pdp = Y (^) d[y , e quindi: 

Ora quest* ultima equazione ci darà il' valore di 
p = V' ( G -H a/Y (^.) . dy) , e perciò 

(^)cfa? =i= da?^(G -i- ^ f f {y) • dy.) y e quindi 

y = fdx \/ ( G H^ ^f'f{y)dy) -*r C', essendo G ,C due co- 
stanti arbitrarie . 

Nel terzo caso» facendo come sopra p = (^), si ha 

(^) = *(i>) > perciò {^)dx = dp => *(p) .dx, e quindi 
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(g) =v'(CH-a/T(p).dp). 

Eseguita V integrazione , il secondo membro sarà una fun- 
Eiooe ^(p> di p 9 ed in conseguenza avremo allora da ìntegra* 
re r equazione 

^f^JL) = ^( j*l!^) , la quale rientra nel secondo caso qui so- 
pra considerato. 

Readiamo tutto questo piii chiaro per mezzo d' alcuni c- 

semp) . 

Sia (£?)(|t) = «' « f^c«°do <Ì:?) ='P» " ^* 
p(^)dx = pdp = adx > e quindi 

* ?=: afadx «4- C s= 2ax H- C . Sarà dunqne 
('>) s±= v/(G H- 2aa?) , ed integrando 

Sia (0) = (0) , e facendo (^^) = p , si ha 

.(g)(iiO<^« = P(S)^*i «^ integrando 
( ^ )*= p* -4- C i ovvero estraendo la radice « 



d* 



_ (^ ) = li e moltiplicando per dx , — ^^^ = <Ìa? . 



Quest' ultima eqnazione integrata ci dà 

£(p^^(C-i-p')) = *H-C', ovvero passando dai logaritmi 

ai numeri) 

p H- V^(G •f.p' ) = e^ . e' = Be', ( facendo e s= B ); sarà 

dunque y/{C H-p*) = Be — p, « perei* 
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.C = B* e** — aBe*/i i ed io consegnenza 

féPy\^^ B'»*' — e _« B*^ £ e"" * 

^Jx*' 2B«' a 2B 

Integrando ora qnest' equazione s' avrà 

y sss 2 e* — 4 «""*"+ C » H- G" i ovvero matando la forma 

•^ a .2B 

delle costanti arbitrarie 9 

y =s Ae H* Be H* Cjr -h jBt e qucito sarà T integrale oom* 

plero della proposta equazione 9 che conterrà quattro arbitrarie 
A ) B 9 G 9 !E • 

§. i8i. Riprendiamo la formula deir equazioni differenzia- 
li del primo ordine (^) z=^{xjy)^ e diamo a quest* equa- 
zione la forma P (^) — Q = o, ciò che sarà sempre possibile ,1 

Se P e Q sono ambedue funzioni di ^ 9 o ambedue fun- 
zioni di y , abbiamo veduto al principio del §. antecedente ) co- 
me quest' equazione si integra completamente . Ora io osservo 
che quest' equazione sarà anche integrabile", quando uno di quei 
due coefficienti sia funzione di a? 9 V altro essendo funzione di 
y i almeno il di lei integrale dipenderà sempre dall' integrazio- 
ne delle funzioni ad una sola variabile . 

Sia dunque P =5 Y funzione di yi Q = X funzione di «9 
e moltiplicando tutta Y equazione per dx , avremo 

Y{^) dx — Xdx = o 9 ovvero Ydy = Xdx , e quindi 

fYdy = fXdx h* C , essendo C la costante arbitraria > che 
porta r integrazione \ e che rende queir integrale completo • 

Per esempio , se facciamo Y = j^ > X = _— ^— — , T equa- 
zione da integrarsi sarà 

^^£) ~ ^(/-^t) = o, ia quale si riduce a ydy = 

-77-1' — n ^« , e quindi fydy = f -i- C ; effettuando 

ora le indicate integrazioni 1 avremo 



• • • ♦ 



/^ 
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2l=s v'C^* — a) H- G;e quest* ultima equazione sarà l' id* 

tcgrale completo dimandato . 

Un' eqnazione della forma Ydy — 'Kdx = o si chiama 
uh! equazione nella quale le variabili sono separate; e si 
considera come integrata V ecruazione 



.^*«... * equazione Vdy -j- Qdx = o > ove 
P e Q sono funzioni nello stesso tempo di a? e di ^ , quando 
eoa qualche artifizio può ricondursi alla forma suddetta \ cioè 
ad avere le vaiia^bili separate ; imperocché tutto dipende dall' in- 
tegrazione di funzioni di una sola variabile . Questa maniera 
d' integrare V equazioni è chiamata il metodo della separazio^ 
ne delle variabili. 

Suole anche dirsi che Y integrazione di un' equazione df- 
pende^ dalle Quadrature , quando avendovi separate le variabi- 
li > è ridotta all' integrazione delle funzioni ; giacché un inte- 
grale /Xdx può sempre rappresentare lo spazio compreso tra 
r ascissa , Y ordinata , e 1' arco di una curva . 

Non si può dare una regola generale per questa separazio- 
ne di variabili > né è sempre possibile ottenerla per qualunque 
siasi equazione ; ma dipende dalla sagacità dell' Analista a sce- 
gliere quegli artifizi che possono più facilmente condurlo all' in- 
tegrazione dell' equazioni di cui abbisogna • 

Nai esporremo i principali di questi artifizi , applicandoli 
a quelle classi d' equazioni differenziali > nelle quali essi hanno 
luogo - 

In una eqnazione di questa forma 

VYdx = QXdy ,. nella quale P , X sono funzioni di ar, e Q, Y 
funzioni di y , si separano le variabili dividendola tutta per XY, 

e si ottiene allora ^dx = § ciy » ove le variabili sono separate - 

Quando P , Q sono fonzioni omogenee di a? e ài y dello 
ste??o numero di dimensioni , si può per una adattata sostitu- 
zione separar sempre le variabili nell' equazione differenziale 
Vdx s= Qdy ; infatti essendo P e Q funzioni omogenee delle 

stesse oc ed y f e dello stessa numero di dimensioni, sarà — fun- 
zione omogenea di nessuna dimensione, la quale, fatto > = «a;, 
diverrà funzione della sola u . Supponiamo dunque che questa 
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sostitnzione cangi — in U funzione di w , di modo che sia dy =3 

JJdx : ma essendo ^ = i^o? , sì ha dy '=^ udx h* xdu ; dunque 
udx H- xduL = Udo? : cosi la nostra equazione Vdx = Qc£y si 
è trasformata in un' altra udx •+• xdu == Ucia? tra le variabili 
u ed 07 , nella quale possono facilmente ' separarsi ^ e si ha 

— = r^^ > il cui integrale è log x ^=i f~— --h G . 

Qaest* ultima equazione ci darà il valore di u dato per »y 
per il che conosceremo il valore di y , che h ux ^ 

In questa guisa V equazioni omogenee potranno sempre in«- 
tegrarsi 9 o almeno ricondurci all' ìntegra2done delle semplici fun- 
zioni.; e di questo vantaggio goderanno ancora quelle equazio* 
ni 9 le quali per mezzo di un' adattata sostituzione ponno ren* 
dersi omogenee ^ come sarebbe V equazione 

« 

dz H- zzdx = — i che diviene omogenea facendo 7^ z=i L\ 

giacché si cangia in — — -h — = ~ > ovvero xxdy = {^xk w 

uyy ) dx . : / 

Facciamo qualche esempio : 
'I Vogliasi integrare V equazione omogenea 

xdx •!• ydy == xdy — ydx % ovvero {^x — y) dy = (o^h* 

y ) dx ^ 

Poniamo y r=z ux ^ ed avremo udx -r» xdu s= ^~A dx » 
e quindi — = ^'' " * — r il cai integrale h lx=s Ang. tangu — 

ly/ {i -H» uà) ^ G , ovverà 

lx\/{ I -{- rm) 5= C -^- Ang. tangu i e facendo u =» -^jsiavrà 

l\/ {x* H-^') = G H- ^«^. tang ^ , eh© sarà il dimandato 

integrale . 

,11. Si dÌT>andi V integrale dclf equazione differenziale omogenea 
xdy — ydx = da? V («a? h-^^)mw: ' ' 

Qoest' eqoazione ci dà dy = >LiVI*ift22J die : ponendo 
dnnqae y = ux ^ ii avrà 
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xdu H- udx = {u H- V {i '^ uu)) dx y ovvero xdu =: 
dxy/{l ^ uu): sarà dunque ^ = - -.-^^^ - , di cui l' inte- 
graie ò Ix ^ la ^ l^u-^ ^/ {i -^ uu)) = la ^ 

quazione , passando dai logaritmi ai numeri , si riduce a quest* altra 



• • • • 



/ -^ _ «« 



^(xx^jy) —'' ^''^^^^ /(««H-JJ») = «H-;^, Cd infine 



XX s= a* -4- 2ay- 



La quantità o è 1* arbitraria , che completa V integrale . 

Se nei coefficienti V ^{^ dell' «quazione omogenea Prfa? 
Qdy =^ o si contenessero dei trascendenti , potrebbe anche far- 
si la riduzione superiore , purché questi affettino funzioni di 
Xiy di nessuna dimensione, onde possano diventare funzioni sol- 
tanto di u per mezzo della sostituzione j = ux . I trascenden- 

ti come Z ^^IffLpjLl , e% Ang sen -^^-^-, cos f^ eo. , pon- 
ilo ritrovarsi in P e Q , senza che impediscano 1* applicazione 
del metodo qui sopra spiegato . 

§ i8a. Per ridurre ad^ aver le variabili separate T equa- 
zione del primo ordine {a ^ bx ^\» cy)dx = ( e -1- /à? h- 
gy)dy 1 facciasi a ^^ bx ^ cy =^ t , e ^ fx-^ gy '= u , 
ed avremo 

* • 

H-^f ' -^ bg-cf ' ' 

dx = ^^Lzll". . Jv *^ « -fif' . 

> 

fatte le opportune sostituzioni nella proposta , essa diverrà 
gtdt — ctdu = budu — fudt , ovvero 
dt {gt ^fu) =5 du{ bu H- cf ) , la quale, essendo omoge- 
nea , è della classe consid€>rata?,al§ antecedènte . 

Quando bg = cfy questa riduzione non ha luogo ; allora 
<lata alla nostra equazione questa forma 



\ 
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adx -I- {bx ^ cy)dx ss edy -h (/a? -^ sy)dy y pongasi 
d« -h cy == a > ed avremo dy s=i *' "* ^''* > onde fatte le op- 

portane sostitnzionì » troveremo ( a H- z)dx =: '* ~ f '^* ( e -4- 

/ì>f -H- 5> ) » óra essendo ix -j. cy == » , sì avrà i^x h- cgy =c 
^2S } ovvero cfx -h c^ =s gzi dunque 

{a ^ z)dx =z '^ " *^5 ( e H- — ) sarà T equazione io cui si 

trasforma la proposta . In quest^ nltlma le variabili si separano 
addirittura senza alcuno artifizio» £ si potrebbe ancora rendere 
omogenea Y equazione 

( a --h 6r -f cy ) cfar = ( e H*^ ^^ gy)<fy in quest^ altra guisa . 

Facciasi ^x = t -h A , y = z^ h* B >^ ed avremo 
( a -h 6f •^ 6A H* CI/ H* cB ) dt = (e H-ft H^fA H* 5IK H* 
gB )duy la quale diverrà {bt ^i^ cu}dt =^ {ft H- ^u) du^ 
se determineremo le costanti A ^ B per mezzo delle due equazioni 

Consideriamo ora Y equazione dy ^ Vydx = Qdy , nella 
quale P > Q sono funzioni della x : per questo noi abbiamo as- 
segnato r integrale di essa al §. 1 25. f pure lo ricercheremo di 
nuovo per mezzo della separazione delle variabili. 

Per separar le variabili neir equazione dy h* Pydy =?s Qdx 

cerchiamo quella funzione X di a? che facendo y =i Xu tnéìV e* 
qnazione , le variabili possano separarsi . Fatta una tal sostitu** 

zione » si ottiene Xdu H« udX = Qdx j equazione > la quale 

^ VXudx 

ammette la separazione se sarà dX -4- VXdx = o» ovvero 

« 

^ == — PJar , e quindi 

tX s= — fVdx , X = e : prendendo dunque per « que- 

sta funzione* l' equazione proposta si trasformerà in Xdu = Q(2jC) 
la quale ci darà 
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u =f^^ = //^" Qdx , Cd in fine 
y =5 Az« = e /e Qoa?, ovvero 

* * •■ 

y =. e ^CH-/e * Qda? }• , «ssendo C la costanÉe ar- 

bitraria che completa 1* integrale . Facciamo qualche esempio . 

Sia 1* equazione da integrarsi 
( I — ara? ) dy H- xydx = adx . Paragonata questa con T c- 
qnazìone generale qnì sopra trattata) abbiamo 

fVdx = — Z\/{ f ~- af« ) , tf^ * s= ! — . i dnnqne 

^^/^^j y } » ovvero j^ = aar h- C^( i — a;*) . 

Sia ancora 1' equazione dy — —^— = .mi ceda? , ed 
avremo 



as 



*_ . ± , Q = i^:=i- a? , quindi 



4»— _4 



e = a? , /tì^ Qc£» = — aj > ed in conseguenza 



4»— 4-. « 



J' = à?^'"' {c H- i. a?"' ~V}, ovvero jr 

Anche T equazione differenziale 



2» — 1 I e 

4 



* '.I 



tfy H* Pydx = Qj' ^^ > essendo P > Q j come sopra , am- 
mette la separazione delle variabili per mezzo di una semplice 

' .4 

trasformazione ; infatti facendo i- = ,z > si hiai ^ = — — » e 
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quindi ridotta Y equazione a ^ H* Vdx = Q^dx > e fatte in 

essa le opportuiie sostituzioni > si trova 

— ^ H- l?dx = ?^ 9 ovvero dz — nVzdx = -^ nQdx ; e 



M fi 



<]aest' ultima equazione è della forma di quella da noi integra* 
ta ; si ha quindi 

js = — e-(C-4-e Qdx} == 1. . 

I casi che noi abbiamo trattati ^ sono ì soli dotati dji qual« 
che generalità 9 i quali ammettano la separazione delle variabi- 
li • Noi daremo qui la riduzione di alcune altre equazioni , on- 
de addestrare in qualche modo i nostri Lettori a questo meto- 
do d' integrazione . 

Per separare le variabili flell' equazione differenziale 

nydx H* bxdy H- x^'y'' ( gydx h- hxdy ) = o , 
incomincio a dividere tutta V equazione per xy ^ eà ottengo 
^^^ ^ i^y H- o^VC^H-^) = o. 



Facciasi ora x^ y =?> x y =«, esi avrà ^ prenden*- 
do i logaritmi e differenziando j 

oAtc Idy^ ^ df. g£x hdy du 

* y t ^ X y TT' 

per il che la nostra equazione diverrà 

y H- x^ y^ .— = o. Le due supposizioni ci danno 

ah ih h gh hh *-.,•, i^h-^gh h — * 

^ y =^ t y X y =: u f Q onde a? = t . r* i o 

nella stessa guisa y^ ^=z t * u : in conseguenza 

-h a -g 



X =: t'''^-\u'''^'\ y = u'""^'' :t''''^' , e quindi 



Tom. Ili N 
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wh — gn an — hm 

OC y =z t .u *" : latte dunque le opportane sostitu- 

zioni neir equazione — ^ x y .— = 05 si avrà 

9ìK -^ g» a» — hm 

— H- Jf"* " .u^ ""^ . i^ = o> che SI riduce a 

^n — fflft ^ I ìT» — <iw 

f "^ """^ £?if -+ z^* "^ * dr^ = o > di cui r integrale completa è 

g<» — viri tnr^hm 

-7 — •n^ -, = v-l . 

in — hm an — bm 

Quest* integrale è effettivamente quello della proposta; «» 

vi facciamo t ^=^ x y ^ u =^ x y . 

Proponiamoci V equazione - 

ydy ^ dy {a ^ hx ^ nxx ) = ydx ( e H- «a; ) per sepa- 
rarne le variabili . 

Qnest^ equazione si riduce^ a quest* altra 

dy = — ^ - "^^-^ — dx . Eulero tenta questa sostituzione r 

__ J»!* -t_-f 1_ = u , ovvero v = !iil±if-±^^ ^ la quale feliv 

cernente riewe ; imperocché si ha 

dy = udx y ovvero *? = ^ = ^^(^-*-«^-^ì : ora differen* 

ziando logaritmicamente il valore di ^ , si trova 

^ = ^ Hr -'' ^-*— --^ ndx-dn . danq-Qe 1^ nostra equazio- 

y u m'Vbx-\' nxx ^ H- »* -^ «f * 

ne diverrà 

^ H:. ''* ^1^2"^ — nd»-di» _. 4f*(f -<•»* -»> , h quale « rido- 

ce a quest* altra 
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, ^ f ovvero 

^^^^■^^^^ =: -— 1 r-^ , equazione che 

moltiplicata per e ^^ nx — u^ ammette snbito la separazione 
delle variabili 9 e diviene 

^ sa ^ . r integra- 

le della quale si ottiene per mezzo dei logaritmi e degli archi 
di circolo . 

Prendiamo a separare le variabili anche da qnest' equazione 

{y ^ x)dy^ ''^''^';;;:ff!/jj)"*'^^^ la quale contiene una dop- 
pia irrazionalità . 

Facciamo y = J!LnE. , e sarà y — a? =r t^^^^^^ì ^ 

tuiti questi valori nell'equazione^ diverrà 

— udx ( I -I- i/rz ) •+ z^cfc^ ( 1 -*• 070? ) = ;zdo? (i -^z^z/)\/(i •4-mì^), 

nella quale si vede a colpo d' occhio che le variabili ponno 
separarsi > e si ottiene 

dx ^ tidn . 

^-^xx (i-Mr«)(»V(l-*-«»)-4-«)* 

§. 183. Andiamo adesso a parlare della separazione delle 
variabili nella celebre equazione 

dy H- yydx = ax'dx . 

Questa è conosciuta sotto il nome di equazione Eiccatia* 
na 5 perchè il Conte Iacopo Riccati è stato il primo che ne ab- 
bia cercata la separazione delle variabili , ed abbia assegnati i 
casi, nei quali questa separazione succede. 

In primo luogo la separazione delle variabili succede quan^ 
do 7ZZ == o : allora infatti Y equazione diviene 
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dy H- yydx = àdx , ovvero -~- = dx. Tutto dunque si ri- 

duce a ricondorre per mezzo di sostituzioni V equazione del Rie 
cati a questa primo caso . 

Poniamo j^ = i- ^ e si avrà — hdz H* bhdx = ax'zzdx^ 
che diverrà deMa medesioia forma della proposta ^ se faremo 
OB = * ♦ onde sia x'^dx = ^^ - • e 



cfa: == ^ —- ^', e sarà hdz h- -*'- == -^ ^ rff i, 

Essendo 6 una costante indeterminata > supponiamo 
6 = '*— > e guest' ultima trasformata diverrà 



m 



cf2^ •+ zzdt == . ^ ^ ^ .> f ^^ ; dal die si ricaTa: , che se 



r equazione proposta ammette la separazione delle variabile ritel 
casa di ttz =± tz , V ammetterà anche nel caso di i?z =5 -:i^?L ^ 

• -i-I 

Poniamo v = — ^ , e si avrà 



«/ «r. « .9fl*« *iS" 



^j^cfa; = ^ — ^f-i ^ ^«i^ , e qniodi sostituendo 



XX *^ ~x^ 



-H — '- = ax^dx r ovvero 

xy 

clz — ^— = — ax^^^dx. Facciasi ora a? = — , e si ot- 

XX ' t 

terrà dz -t- zzdt = at^ ^^*dt ^ la quale essendo simile alla 
proposta , ci dice che se la separazione succede quando m = 
72 , succederà, anche quando m = — n — 4* Dunque da nn 

caso 772 = 72 ne ricaviamo dùe> a = — — ^^ e m = -- z:^ — 4- 
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Ora la separazione delle variabili si può fare quando ot = o- 
dnnque quelle due formule impiegate alternativamente ci daran<> 
no quest' altri casi di separazione 

} m = — . — j ec. 

Tutti questi casi son compresi nella formula m = T^ 



• • . • 



m cm i rappresenta un numero intiero e positivo. 

Se dnnque sarà w = ^^, ovvero m = -=^, l'equazione ' 

dy -f- yydx = ax'dx si ridurrà per mezzo delle successive so- 
stituzioni Hnalmente alla forma . 

du H- uudp = cdf , la di cui separazione è manifesta ; infatti 
«e sarà m = -^^^ , 1* equazione 

dy -h yydx = ax'dx , per mezzo delle sostituzioni 



I 



« = t > y ==' , ' . si ridnce a questa 

dz H- azcff =5 ■ _^ t'df , essendo n = .il2L.,ed in conseguenza 

ri = -~-- » il qual caso deve considerarsi di un grado Ipferior 
re del primo. 

Se poi sarà m = -^r^ » allora si fai^nno queste due so- 

sAtuzioni a?=-L tà y =s 1- 5, ovvero v = f ttz » 

e r equazione proposta si ridurrà a quest' altra dz H- z&dt =» 
at'dt y nella quale 

. " = ^ail^ -— = j77^-y^ > il qoal caso è anche inferiore ^ 
•na grado. 
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Tutti questi casi dunque , nei quali Y equazione del Rie* 
cati è separabile, danno per m dei numeri negativi contenuti tta 
i limiti o , e — 4 ; e se i diviene infinito , si ha il caso m = 
-^ 2 > nel quale V equazione è separabile : infatti V equazione 

dy H- yydx = — diviene omogenea i facendo ^ = 1 



Anche r equazione più generalo 

dy H* Ayyt dt = Bt c?it , si riduce alla forma di quella qui 
sopra considerata ; imperocché se si fa 

At at =^ dx y si avrà At ;:=s(/tH-i)«)e qaiadi 



(— —) .» I onde sostitaendo j 1* equazione diverrà 



dy H- yydx = B ( ^-^ ) . — — a?'*"** ' df» , che è della for- 



A ^ f* H- l 



ma di quella del B iccati . 

Questa riduzione non ha luogo quando /» == — i ; così 
r equazione 



X 



dy H* — — = Bf dt nbn può ridursi all'equazione Riccatiana. 

Terminiamo di parlare della separazione delle Variabili col 
dare un esempio , nel quale essa si ottiene riportando le varia- 
bili alle quantità angolari . Sia proposta 1' equazione 

(i ^yy)y/{\^yy)dxz=zn{y — x)dyV{i H-Ara?). Facciamo 
y = tangpy x =s tang^y ed avremo dy = -—^ > 

y — «; = f^lL^JZJll : sarà dunque 

^ COS p coi Uà * 

die ^nsenlp^i^) i ^È^jOVVerO 



dw = ndp sen {p — w ) = dp — {dp — . cfw ) , e quindi 
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V 

<fd f i — n sen (ò — « ) = d^ — dw , d(p = , — ^*r if , 

Poniamo p — w = T , e sarà p =3 yV-^X.^-^ » ed w =5 

/\ ^ T; si avranno dunque le variabili a?, v e- 

spresse per una terza 7 , e T eliminazione di questa ci darà 
r integrale completo della proposta • 

§. 184. Lasciato il metodo della separazione delle variabi- 
li , il quale non ha d' altronde maggiore estensione di quella , 
che gli abbiamo dato qui sopra y andiamo ad esporre altre dot-* 
trine d* integrazione . 

Abbiamo detto che la forma generale d* un* equazione dif- 
ferenziale del primo ordine è Y(a7,j',p) = o, nella quale 
il primo membro rappresenta una funzione qualunque ^\ x ^ y 

e p , essendo p = (^) . Proposta dunque quest' equazioue^ da 

integrarsi , si comincerà dal ritrovare il valore di p in a? ed 
y per mezzo delle regole che V Algebra Elementare ci som- 
ministra onde risolvere X equazioni > e supponiamo che questo 

siap = (^) = -^) indicando per P>Q due funzioni cognì- 
te di x e di j^ : si avrà dunque da integrare i' equazione (y-) =s 



ex 



~, ovvero 



Q(^) = P, lovvero) Q(^)^ = PéT*, ovvero 

Qdfy = Vdx , ovvero Qdfy — . Pdf* = o . 

Vuoisi pertanto trovare un* equazione tra a? , j» i ed una 
costante arbitraria' tale , che differenziata ed eliminata la costan- 
te arbitraria ( §. 86. } si ottenga X equazione 

Ora supponiamo per semplicità di calcolo, cbe ambedue 
i termini del primo membro dell' equazione diUèrenziale siano 
positivi } e si avrà Qdy h« Vd» s= o . 
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Incomiaciamo dall' esaminare se Qdy h- Vdx può essere 
la differenziale esatta di nna funzione f>{Xyy)éixediy^ 
ciò che si farà osservando ( 37 ) se quest' equazione 

( ^ ) = ( -^ ) è identica • Quando ciò non succeda , è questo un 

contrassegno che la quantità differenziale Qdy h* Vdx non può 
nascere dalla differenziazione di una funzione di a? e di ^ j né* 
per qtiesto T equazione può dirsi non integrabile assolutamente ; 
poiché talvolta potremo per mezzo di alcune riduzioni delle quali 
parleremo in seguito > ottenerne Y integrazione . 

Sia ( ^ ) = ( y^ ) un' equazione identica j esisterà dunque 

una funzione V ( x yy) ^ il cui differenziale, sarà Vdx h- Qdy^ 
e perciò F {x ^y) = C costante arbitraria , sarà T integrale com- 
pleto della proposta equazione . 

Tutta la difficoltà è ridotta dunque a trovare effettivamen* 
te il valore di F {x ^^y) . 

Per questo supponiamo in generale che sia F(xyy) = 
^ ^ X -i* Y , essendo * una funzione dì x e ài y ^ nella qua- 
le non sia alcun termine che non contenga nel tempo stesso x 
ed ^ ; X una "funzione della sola a: , ed Y della sola y . L' in- 
tegrale allora della proi>osra sarà ♦ -t* X h- Y = C . Diffe- 
renziamo qnest' equazione , ed avremo 

e paragonata con la propostaci darà 



> 



* -l- X = /Pdxj « -H Y = /Qdy ; sarà dunque 
F {xyy) = fPdx H* Y , ovvero F {x ^y) = /Qdy H* X . 
Se sottragghiamo tra loro queste due equazioni , avremo 
• /Q^y — /Fdx = Y — X ; e quando Y equazione sarà inte- 

grabile la quantità /Qdy — /Fdx , sì distinguerà in due par- 
ti di cui una è soltanto funzione di a; , T altra di y : queste 
due parti ci daranno i valori di X e di Y, Ma senza ricercare 
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^ 

-tutti e due i valori di X ed Y, basta averne uno.. Per trova- 
re per esempio X , osserveremo che dovendo essere 

(1!) =^n?.)dy ^ if) = P, si avrà 



dx ^ ^ ^ dx' ^ ^ dx 

(g)=:P~/(g)dy, e quindi 

X=fdx{P^nf^)dyy; 

^ se avessimo voluto trovare Y , avremmo avuto 
Y =: /dy { Q — /( ? ) <^^ } • mentre 1' ^equazione .è integra- 
bile senza nessuna riduzione ; le quantità 

.sono funzioni y la prima di oc e la seconda di y soltanto . 

§. 185. Ecco dunque la regola per integrare 1* equazione 
Vdx -4* Qdy = integrabile per se medesima. 

„ Si cerchi Y integrale fVdx presa per costante y ^ in se- 
,„ guito si differenzi questo integrale preso per variabile soltan- 

yy to y y affinchè si abbia il valore di f{j) doti allora Q — 

„ f{^)dx sarà una funzione della sola y , e facendo 

.„ Y = /(iy { Q — /(^) dx} ,.sarà/Pda? h- Y = C costan- 

9, te , r integrale richiesto 9, . 

Si avrebbe una regola simile se si volesse incominciare l' in- 
tegrazione dalla y : rendiamo più chiara questa 'Teorìa con qual- 
che- esempio . 

I. Sia proposta r equazione 

dx {ax '^ fiy '-^ y) ^ dy{^x -^ fy ^ €) =z o: 

in questa equazione >essendo P = ^a; -4- Pj' •+ y > 

Q = ./3x -i- iJ> ^ « , «i ha 

Tom. Ili O 
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C?) = ^> Cg) = P ^ e perciò (^^> = (g) è un' equazione 

identica ^ e quindi la proposta, è integrabile da se medesima . 
L' integrale secondo, la regola precedente è 



/Pcfa? M- Y = C . Ora fVdx = «1^ Ht ^yx -j- r« , ed 
Y =fdy{^x H- ^J» -+ « —f^dot) ^fdy\ìy^ i\y 
X == — H- <j^ » dunque si avrà 

^ H- P;'» -H ya? H- ^ H- ^^ = C: 

fer esprimere T integrate cercato • 

Saremmo ginoti precisamente allo stesso» risaltato ÌBComÌQK 
ciando' F ìntegrazioai dalla y .. 
IL Anche 1' equazione 

*: 3s ^^y^y^* - , ovverà 



,. ^^ I. f^fi r-^^Jt y=a 

V< ** -4- n) y- ^\»* -^ yy)^ 

è xjQtegrabile dia -se^ medcisima l infatti, essendo P = — — ^ — -•. 

^ ^/^xx ^ yy\, 

-^^, e perciò (*) = (f). 

Fer averne 1* integralb., io* osservo eh© 
fVdx = Z ( a? -+ V ( «* H- J»/^) ) » dunque 



A—) dà? = ^^ **it-y > "» s il ? , e perciò. 

= fi Q' — j^( ^) dat } c^ == a ; si avrà infine 

/(«-+>V(aK)c ^ yy)) =si C pejL il" cercato integrate- ». 
HI. Freniamo per im altro esempio V equazione: 
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{ x^ H- y — a* ) dy H* (a* -H 2xy H* rr* ) da? = o : 



in questa (^) = »x, {^) = »»: essa è dunque integrabile 

4a se medesima . 

1Nel case presente si ha fPdx = a'ic ^ x^y ^^ —jk^^ -e 

3 

/( ^) cfo? = «;« r Y = /cfy ( j^* -.a' ) = j-y — aay i duo- 
que J' integrale sarà 

,a'x H- xy -7t- — flc' H- —y^ — aay «= C . 

3 3 

§. #86. 'Quando V equazione Vdx H- Qdy = o non -è in- 
tegrabile da se medesima » taltma volta lo diviene per mezzo di 
no moltiplicatore , col qnale si moltiplichino i .due suoi inem* 
bri. Cosi per esempio l'equazione semplicissima j^do? — xdy =='0> 

la quale non è per jse medesima imagrabile^ perchè ^— ) s= i^ 

( ^ ) =?2 — I > lo diventa moltiplicandola tutta per -1 : allora 
infatti essa si cangia in j/^ "^ '^^ — = © > il Qui integrale comple- 
to è *= C 

y 

Egualmente cbe per la separazione delle variabili ^ non si 
ha un metodo diretto ^ onde trovare T idoneo fattore che renda 
integrabile una data equazione : così le dc^rìne che riguardano 
iutta questa indagine > sono assai limitate > ed i Geometri in que- 
sta rieerca non han fatto quasi un sol passo al di là del ter- 
^mine cui giunse Eulero . 

Intanto si può dimostrare quest'interessantissimo Teorema: 
>, Per ogni equazione Pc/a? H- ^dy = o o più semplicemente 
9) dy H>- Rifa? = o non integrabile da se medesima, esiste sem*- 
M pre una quantità ^ per cui moltiplicata T equazione diviene 
.» essa integrabile „ . 

Infatti sia/{a7>^) = C T integrale dell' equazione dy 

%dx ;= o, e si avrà (?)<ia? -h i'^^dy — o^ ovvero 
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(?) 

dy H-/-^^ dx = o .. 

Siccome la costante C è svanita , così qnest' equazione dovrà* 
essere identica con la proposta» ed avremo L' equazione identica.. 

e?) 

dy ^ Kdx = cfy H- dx * e perciò- 

Ì%) ( dy Hr Rda- ) = (-|) c/j' Hr (£) da; = d/( «: ,j,); dun. 

que la proposta dy •+• IBidx = Q. moltiplicata per ( — ) è unai 

differenziale esatta. 

Fer trovare direttamente qnesto. moltiplicatore converrebbe*^ 
integrare > se non completamente , almeno particolarmente un' e^' 
quazione a differenze parziali del primo ordine , ciò che ordi- 
nariamente sarebbe di una difficoltà eguale e forse maggiore dii 
quella che porta V integrazione della proposta, per altre vie . 

Sia z il moltiplicatore che si. ricerca 9 e V equazione 

^dy Hr IBizdx = o dovrà essere integrabile da se medesima;. 



dunque (^) = RC^) •+ ^C^) dovrà essere un' equazione 

identica : sarà pertanto il moltiplicatore z dato da un' equaziof 
ne a differenze parziali come abbiam detto qui sopra . 

Siccome 1' integrale completo di un' equazione a differen* 
z« parziali del primo ordine contiene una funzione arbitraria >- 
così se si potesse integrare 1' equazione che ci dà il valore di 
z , si ritroverebbe in esso ima funzione arbitraria ^ e col dare 
diverse forme ad essa 9 si avrebbero un' infinità di moltiplicato^ 
ri , ciascua dei quali renderebbe integrabile Y equazione diffe- 
renziale . 

Ma senza passare per l' integrazione deir equazione a dif- 
ferenze parziali , è facile vedere che conosciuto con qualche 
artifizio analitico.) uà moltiplicatore 9 se ne potranno da esso^ 

dedurre altri infinirij infatti essendo (^) quel moltiplicatore,, 
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ancora la quantità Y(/). (^)j,- nella quale T (/) rappresenta. 

una qualunque funzione di f ^ sarà un fattore , per il quale mol- 
tiplicata la proposta, diviene integrabile ; imperocché si avrà 

T (/) . (^) { dy ^j^Rda; } = ^ (/) • àf ^ il secondò memBra 

della qnale equazione è sempre una . diiFerenziale esatta . Que* 
sta formula *(/*)-(^) rappresenta la serie di tutti i moltipli- 
catori delia proposta ; e si ha ciascuno di essi, dando un valò-^ 
re particolare alla funzione Y C/*) . 

Per esempio cerchiamo tutti i moltiplicatori , i quali ren^- 
dono la fòrmula aydx '^{^Òxdy ^ ovvero 1' equazione aydx H^ 
bxdy = o integrabile . 

Il primo moltiplicatore > il quale si manifesta subito > è 

-L. e per esso moltiplicata T equazione preposta , si ha — h* 

xy * 

fé c= o , e quindi alx H* hly = C , ovverà lx\y^ = CT è 
F integrale completo. Dunque una funzione qualùnque /^(ar^ ) 
moltiplicata per T idoneo fattore — , ci darà la fòrmula —f{xy )v 

Ta qualq rappresenta tutti i moltiplicatori possibili di quelTk e«- 
^azione . 

Il moltiplicatore che rende integrabile da se medesima T e.^ 
quazione 

aydx ^ hxdy ^^=^ x y .(gydx h- lixdy)y 



si ottiene per mezzo della considerazione dei moltiplicatori » i 
quali separatamente rendono integrabili le formule che compon- 
gono i di lei due membri in questa guisa. 

Ttitti i moltiplicatori , i quali rendono integrabile il pri- 
mo membro r sono contenuti nella formula —f{os^y )• ^^ P^^* 
mo moltiplicatore che rende integrabile il secondo membcO' è 



1 
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«^. .TI » « ^i ^^ 'f H- ^ il cui integrale è Z(a^/): ,««- 
sto moltiplicatore ci somministra la formula ' f(x^J'^ 

IW-iH •Tt-lV v*^/ / 

« y 

per rappresentaw tntti i moltiplicatori di qael secondo membro; 
ora yediamo di rendere eguali quei due moltiplicatori . Per qui> 
fM prendiamo le ^tenze invece delle fiin^^ioni , facciamo 

f{xy ) = oT / , 

f{«y)==vy-,e determineremo /a,!» in modo die si» 
5^* ^ = ^^,n^, f^y > ovvero 

V^M — I^ui— I »i — « — l»i — # — I • ^ 

flp ^ ■ z^ x^ ' y ^csi avrà 

^a =1 fg — OT > f*6 3= y^ *-r 12 » € qaindì 

I» = g!L=i?? , f =2 HLzIe : r idoneo molriplipatore sarà allora 

ah *^ bg ah'^ pg 

OC y == a? ^ , per il ijuaie moltipljcaadQ 

la proposta 9 otterrenio 

ee^^^ ^/ ^ ' {aydx h* &«fl^) =: oc^'^ ^y "" ' {gydx ^ hx(ly)9 

ove ciascun membro è integrabile da se medesimo/. 
U integrale della propostia è dnnqnp 

jx y =^9 y H- C, 

Qnfist* integrale combina con quello trovato sopra (182). 

§. 1 87. Deir equazioni , per le quali si può ottenere la se» 
parazione delle variabili y facilmente si trova il moltiplicatore ; 
infatti sia Pdx h* Qdy =1: o un' equazione differenziale , la 
quale per una certa tal qual sostituzione di due altre variabili 
f ed u invece di x ed j^, divenga separabile; supponiamo che 
fitta questa sostituzione , si abbia Pdx h- Qdy = Kd* H- Sdu^ 
e che in questa formula ^dt ^ Sdu per mezzo .dell$ divisione 
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per V y il che ci dà ^"^^ ^ ^^'^ , si ritrovino le variabili separa^ 
te j sarà allora ~ una fanzione della sola ;^ ^ ed ^ una funzio- 
ae della sola u. Essendo daoqee la formula ^^^"^^^^ integrabi>- 
le da se medesima > s^vh ancora integrabile ^^~l2& ad essa e- 

gnale 9 pnrchè^ in Y. si ripongano le variabili x yy. Potremo 
pertanto per mezzo della separazione delle variabili nell' equa- 
zione^ Vdx H- Qdy = Qr venire in cognii^ronc del fòtt»re -^ , 

per il quale moltiplicata^ diviene essa integrabile da se medesima . 
L* equazioni omogenee si possooo sempre ridurre tali , clm- 
le variabili vi siano separate ( 181 ) : di questa classe dunque 
d' equazioni facilmente se ne potrà trovare il moltiplicatore ; 
infatti sia Vdot h- Qdy =5 o nn' equazione proposta nella qua- 
1& P e Q siano^ funzioni omogenee di n dimensioni delle va-* 
riabili x^y: facciamo y = «a?, e supponiamo che questa so- 

stimzione ci dia P= « U , Q = a? V , essendo U e V due 
funzioni soltanto di u^ Ora quella supposizione ci dà dy sss- 
udx. -^ xdu't dunque- 



Vdx M- Qdy = X TJdx ^ x Yudx h- » "Vxdu , ovvero: 



Vdx H- Q<£y = X ( TI -f Vz£ )dx -^x Vdu ; 

ma questa formula divisa per x {U'^Yu) diviene integra- 
bile i dunque ancbe Y altra "Pdx H- Qdy lo diverrà , se la di- 

Yideremo per x .(Uh- Yu ) = "Px -4- Qy •' sarà dunque 
s—zTò' ^'^ moltiplicatore idoneo» dell' equazione (xuogenea Pdx 
Qdy = o , e la formula ^0*^5™ = o «rà sempre integrabi- 
le da se medesima . U di lei integrale poi si troverà con la re- 
gola del $-1851. 



\ 
\ 
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S^refbbe desiderabile che gi potesse avere un metodo diret- 
to •per trovare i moltiplicatori i quali rendono integrabili Y e- 
qnazionì differenziali: ma per adesso alcun Geometra non ha po- 
tuto riuscire in una sì importante ricerca. Tutto si riduqe a teur 
tare alcune moltiplicazioni ^ che possono ,€ssere giudicate le più 
adattate . 

Ci tratterremo a trovare in alcuni .^esempj il .maltipKcatorc 
dedncendolo dalla separazione delle variabili y e ciò ad unico 
>oggetto d' addestrare i nostri XiCttori in qnesti calcoli ; del re- 
sto quando di una data equa;cìone se ne è ottenuta la separa* 
zione delle variabili ^ è allora ridotta all' integìrazione delle sem* 
plici funzioni, e quindi è inutile il ticercarne il moltiplicatore. 

Esempio I. Assegnare V idoneo moltiplicatore per T equazione 

dtp {mx -+ ^y H- 7)^ dy {^x^ey ^i) = . 
Facciamo primieramente 

ax ^ fiy ^h y = r y J^a: -4- cjf h- « = ^ > ed in conseguenza 
adx -J- ^dy = dr, ^dx -J- tdy = ds . Sarà allora 

dx ^ '^'~^A', dy ^ '^'"^f , e la qostra equazióne, trak- 

sciando il denominatore perchè costante,, 3Ì cangerà in quest'altra 
f^^df* — j^rds H- ptsds — ^sdr = o , la quale essendo omoge- 
nea diviene integrabile dividendola per 
err ^ {^ -ì- ^)rs ^ cu ss: il moltiplicatore dunque della no- 

Kra proposta equazione sarà ,^^_^^ ^'^^^^^^^^ == • • • 

L -_ , i;el quale converrebbe porre per r e per 

s ì respettivi valori in ^ ed j^ . 

,^ Esempio IL Cerchiamo il moltiplicatore deli' equazione 

le' 



,dy H- yydx ~ ^-f^ z^ 9 . 



Facciasi a? s= — » ed a causa di cf a? sa — —, la nostrt 

t t$ 

formula diverrà 
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4y — 9J^ — Qitdt = o . Poniamo ìa -quest' aldma «qàaziodiB 

y ssi t — ttz » « diverrà — tt ( da -*• «sdt — «dt ) s= o , 
la qnale <livisa per .« {zz — .a ) » JCsta separata :: la nostra «0- 

'qnazione tdaoc[ae divisa yer tt ( zz — -a ) «= ^^^3^- ■ ~ . =99 
^ I — jcy)* -^ — <liv:ieiie iategial)ile > «aiit ^pertanto il ncerca« 

to moltiplicatore — -. — ^^^ — ^ <e T<eqoazione in consegoenza 
^é fy -h ^yy itx^ sOst _. ^ g^j.^ integrabile da se medesima. Per a^ 

vere quest' in*e|gra1c ^i rìgnardì^ secondo la regola ^del J. l85f 
.X coinè .costante,, e si otterrà integrando riguardo ;ad J 

JL l ^ilzU^ll:^^ .^j. X y r€ssendo X mna funzione <di » . 



Per trovare il valore di ^questa innzione -si difierenzi di 
nnovo,, .e ,si .avrà 

^X = fVj^^ - *^* - «>^jfr ■» ^^to = '^^ ed X « — -1 H- C : 

.«♦ (I — jpjr )• — M« -»* ' « 

1' equazione integrale sarà ovunque 

*§. 188. Pn^ «ssere ancora 'di qualche utilità^ assegnata la 
forma di un moltiplicatore , il Ticercare quali sono queir equa* 
zioni 9 che in virtù di <esso divengono integrabili per se mede- 
iSrae t per ^quanto Bello stato attuale •dell' Analisi ijuest* indagi- 
ne non sia di grande importanza^ pure ce ne Dccuneremo al- 
ena pood perchè lo può forse tli venire . Quante dottrine giudi- 
ca^ sterìli , hanno in 'Seguito i^ommiurstrato ad altri Geometri 
dei metodi fecondissimi di Scoperte Analitiche! 

Abbiamo detto al §. 1 86 ^ tjhe -se z rappresenta uno dei 
fattori , che rende integrabile per «e medesima Y equazione 

Tom. JIL 
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»dx -+• /5rfy^ =. o ( scrivo, così V equazione del primo ordine-^ 
piuttosto che cfy h- Rcix = o , perchè mi servirò in altro si- 
gnificato della lettera R ) , egli sarà nn' integrale dell' equazio- 
ne ai: differenziali, parziali 

(.A) • ...... (*) - PCg) H- {(%) - {g)> z = o. 

Ora io suppongo che sfa dato il fattore 2 » e che si rir 
eerchi quali; debbono essere le due funzioni a^^^ onde 

zpidx H* z^dy = o sia una differenziale esatta . 

* 

E siccoMie non possiamo venire a capo di qnesta ricerca.,- 
quando si prenda in tutta la generalità , così assegneremo alcu- 
ne forme indeterminate al fattme ed ali* eq^uazione , e le de- 
termineremo, in maniera che la reoUiplicazione per quel fattore- 
renda integrabile da se iisedesima Y equazione supposta . 

Sia pei! esempio z = -^ — ^-r- \ ed a. cagione di 



l'equazione (A) diviene 

identica se « » |3 sono funzioni omogenee della medesima di- 
mensione 72, giacché si ha ( §. 19. ), in questo caso 

* 
duce r equazione precedente a questa qui na^ = >?« j3 . . 

Mettiamo la medesima equazione sotto la forma. 

.. 'O-^(g) <f.)-^0 , , ,■ 

y i ^ ^ 02 1 = Ci e facendo -f^ = my 



a- ' fit' 



si cambia in questa 



j(?) M- a?(^') = o,: dair integrazione della quale dfpende- 



^Jf ^4ÌX 
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il valore di m y ovvero di — . 

L'integrale di quest' equazione a differenze parziali ^el pri- 
mo ordine lo abbiamo trovato alla fine del Capitolo IV". , ed è 

« 

772 ==jf ( — ) rappresentando per/'( — ) una qualunque funzione 
/di — ; sarà dunque — .—. ^ , ovvero — — -. — ., ovvero 

anche ^ ^ ^ ^ , una diifFerenziale esatta • 

Supponiamo che il fattore z debba essere funzione di ve 
soltanto e di costanti , .é cerchiamo quali debbono essere « > ]3 
perchè adx -4* ^dy divenga . una differenziale esatta moltiplicata 

essendo per z. In questo caso n ha (^) == o., e T eq;uazioDe 

(A) diviene (g) - (f ) = f -(g)- Una delle due « e .0 

rimarrà in nostro arbitrio: potremo dunque prendere per /3 qua- 
lunque funzione di ^ e di a?, ed a sarà allora determinata dall'e- 
quazione 

-=/{(S)-*- 7 f£>>'^-^ -»•/(«> 

Se/3 = F(»),a sarà necessariamente della forma^ip(a;)H- 
f^oc)', e potrà rendersi esatta l'equazione difFerenziate 

cfy.F(a') ^ ydx.(pÌ^oc) -i- dxj\x) = o, 

moltiplicandola per una sola funzione di a?. Le quantità F(ap)^ 
^{^)'i f{^) rappresentano tre fonzioni cognite di x. 
§. 189. Prendiamo ora V equazione 

ydy H* M.ydx h- Ndac = o , nella quale M ed N sono fuuzio* 
ni di X . 

Qnest' equazione per quanto sembri in apparenza molto 
semplice > pure non sappiamo j[>er anche integrarla generalmente . 
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la questo esempia ^=^ , « ss Mjf H* N»> ft quindi 

Suppopiama prìmierameato z, di questa^ forma. — - ~ es» 

sendo: P naa funzione, di «.. Posta ciò. si aviit 
{*f> =-. ZL-L— , (!!!f ) = — ZJi?'-^ 

(*-*•!•). («-♦•PI 

facendo* c2P' =: P'cfoc- . Mettiaaia questi valori: neU** equazione: 
(A): del §^ antecedente,, ed otterrema 

(« — I ), Mx — «Pj? — MK.'hnK = o» la qnalc; non puà csk 
«ere- identica senza che. sìa. 

(« — I ) m: — «r = o > iiK -- MX s=^ a. 

Queste duer altime: equazioni ci danna M =s — ^ V^\, 

N =^ --^PPV ed ia coosegjuenza abbiàma 1" equazione 

^ffjr -f —-jfVdx -f* -~ PP'dx = a» che si può. integrare 

nottiplicandoTa per • — ^— -^ y, qualunque d.''altc*'0Ddie sia Pv 
liT equazione trovata » cui si pad» dare la fòrauk 



jr^jf ^ —J'^P H- ;^, PdP =* o» 

è un'equazione differenziale omogenea tra le variiobili jf: e P> 
essa dunque ( 187 ) ha per mo^pficatore 



y'-*-—»^-*-—.^ (i-».F)ij»H(-~P) 



r dunque 1" equazione 



Sdjf •+ - ■ J>iP -♦> — ;^ P«IF , 

* — 1 1 — : — zss o h integ^oite per se mediesima 

Onde integrarla efiettivamente osserva» che 



V 



CALOOtO CNTBOtAt* 6 A r< Tn. Ì17 



r -^ ^'t:=lfÌJl è \ 



>>•••* 



• — I 7^^ /■-4-P- 



— 7cìg: ^^=^^^^ 7- H- F(P}.-:^-mtegralift danqa» 



((•-Dj'h-P) 
dell' equazione, sarà C * ^4 ) 



■ — t. 



— i 



__ log ^liu:—^^ FCF) = a„ prcadendaper FCP) 

nna tal faazìone di P ,» cBe la diflfcrenzìaTe deir ottenuta inte* 
graie sia identicamente V istessa equazione difTerenztale propo- 
sta y, et ridotta integrabile con la moltiplicazione del fattore idoneo . 
Per avere questa- fuazione >. difTerenùama (|ucir integralo 
facendo variare: P ed y % e^ si avrà 

!L-1I . { iy-t^ - _l£=LlMi^ \ ^ dF{V} = a, oirvero. 



lai qaale equazione paragonata 

e costante » T integrale dimandato» sarà dunque 



>•■ — » 



Trovato T integrale ed un moTtìpB'catore ^ sì; Ba immediata* 
meote la foimnla di tutti gli infiniti moltiplieatorf (186)) i 
quali rendona integrabile la, stessa equazione r sarà: dunque set 
nostro» casa 

, =— ; — * «( flL:!:UL-L \ la formula generale di 

tutti i fattori t © qn^sta comprende anche il fattore !^ tro- 
vato sopra» 



/ 
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Quando 72 = 51, Ja trasformazione fatta per giungere all' in- 
tegrale precedente non ha luo^o.j poic|iè in questo caso dój> 

òiamo integrare rz—^fj* » ^^ ^°^ ^' integrale è log(y H- P) 

, che bisogna eguagliare ad ijila costante arbitraria . Vi è 



z = 



J^H- P 

mQQT^ il caso ài n =: 1 y nel quale Ip cjue equazix)ni identir 
che .danno — = P , P' = p , P == costante : se fosse cioè 

proposta r equazióne 'ydy H-'Mycfjt'-i- aMdx = o, si po^ 
trebbe rendere integrabile dividendola yer- y ^ a^ ed il suo 
integrale coagpieto sarebbe 

j^ T— aZ ( ^ H- a ) H* fMdx = e . ' 

Sapponiamo ora cHe il fattpre , il qpale repde integrabile 
V equazione 

ydy !^ Mydcc ^ l^dx ,= o^ sia . 

._ L — _ , essendo sempre P e Q funzioni di Xy del- 

le quali le differenziali' siano* rappresentate da P-dv y Q'dx ^ la 
questa supposizione abbiamo 

do questi valori jqjbU* equazione { A ) , la cangeremo in questa qui 

{(2/2- i)M-72F}/-4- {{n - i)MP -*■ anTU - nQ' } y ^ 

TzNP *—. MQ = Q , h quale dovendo essere identica , dà 
necjBssaria mente 

{ a« •— I ) Mda? = ndP , ( « — i ) MPda? H- an^dx «= «(iQ , 
«NP = MQ . 

Dalla prima e dalla terza si ricava 
Md.r == J^^y jf^dx « H«^-^ =. «Q41L- : sostituendo qnfi- 

6ti valori nella seconda > si avrà 
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^ ( 2M — I ) P 2» — I 

L' integrale di quest' ultima equazione si ha ddr §. j^2 ; 
in uno degli ùsemy] che vi sono riportati > si trova questa equa-« 
zione^ con la sola diifex^enza che là le variabili sono j^ édxy 
45 qui Q e P.. .Quest' integrale è 






,2» — I 



Q = — P H* cP" rappresentando e mia costante arbitraria. 
Dnnque V equazione- 

ydy ^ ^-ydP^^-l- ( jJp H- ^P'*"^' ) àp - O^ '^ 
*^ -^ 2«— i-^ . a« — I ^4 ^ 

'diverrà integrabile moltiplicandola per 

; • • r . . - 

;^ 9 qualunque funzione di ^ aia P . 



* 9 

t 



AlTordliè'/2 = -^> la priAia di* qiielle trè'eqtikzioni tra P,Q, 
M', N, ci dà dP == o r q;uindi P"= 6 costante; arbitraria': io 
altre equazioni divengono allora — '— Mdrc -H- Nda: =^ JL dQ, 



2 



-LiN = MQ, e dattno Mdo?. = a^i^f^^ = *?yf ^ ^a cui si 
ricava "Ndx = ^jI^ti > Mofi» =s *^ ; così 1* e(|aaziooe 
jdy Hr — ^ ^-^^r^ = o diverrà integrabile essendo moliliplicà» 
** P^»^ vT?^*7^qr ^'^^ 7(?itr-?è) ia'egrato per 'rapporto 

ad j' dà 

dunque il primo tnerabro della proposta .^vrà. per integrale 
la quantità precedente più UHa " funzione di <J "sólo, (fi cùi'U 
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di0èrenziale h ^r~K • Questa differenzialo ha per integrale — 

7 ^ ( 7 — Q ) i dnaqoo iniSoo V int^rale scompleto della prò- 
posti saia 






« 9' 
.costante^ 

Nel icaso in cni n == 1 9 Y ^equazione da integrarsi h 
ydy H- yàS H- ( e *^« -i- ) PdP. :== o , la <[aale .è «oniogenet - 
Il /attore jdie la i:«nde integrabile, dato dalla ibrmnla ^snpeijore^ 
h * ■■ j file jcomtàna con ^ò jcbe abbiam detto 

al$ 187. 

Continuando ^nest* indagine , sì potrebbe «npporr« 



allora troveremnio altre alassi d* equazioni integrabili . Non ci 
tratterremo jsopra di ciò, poiché la determinazione di Qt'R ec.^ 
non solo è della maseìma difficoltà ^ ma non pnossi ottenere che 
nel caso limitatissimo di n = 1 > ciò che reqde anche piiì par- 
ticokci le .eqnazioni che si ridurrebbero integrabili con la mol- 
tiplicazione di c[uei fattori . jSi yeda il Calcolo Integrale del 
Sig. CoQsio . 

$. 1 90. Prendiamo adesso un* altra equazione 

(y «f* JÌ)dy .*^ Myd» ss p , e supponiamo che essa debba di- 
venire integrabile con la moltiplicazione di no fattore di qne- 



■ — « 



Sta forma z »: -t^I — ^> essendo H 9 N « P 9 Q funzioni di x. 

Paragonando quest'equazione con la formula ad»^ fidy s=C9 
ahaji = J)^,p=^-fN9 quindi ( facendo dN =s ^'dx ) 
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(^) s= — l>]^±Sll'-_; poniamo ora «questi valori neiroqto» 
2Ìonc (A) del §. 188, e si avrà questa trasformata 

i{n— 1 ) MP — N'P H- NP'-i- Q')/ }- = 
(/iMQ— N'Qh-NQ')/-' 

-dalla quale si ricavano T. equazioni seguenti 
.( /2 _ a ) Mda; = .<fN — tsfP , 
< ;z — 1 ) MPffje = PdN — NdP — cZQ , 
TzMQcfx = QdN — NdQ . 

Sia n = o > e si avrà subito ^ = !^ , <c per conseguen- 
za Q == aN , quindi quest* altre due «quazioni 
zMdx H- dN — dP a^ o , 

MPdx H- PdN — NdP — -adN = 0; togliendo la seconda equa- 
zione moltiplicata per a dalla prima moltiplicata per V ^ si ricava 
— PdN — JPdP -1- 2NdP H- aadOSr = o , ovvero 



dN -i- ;^~ = — ^, equazione lineare in N del primo ordine. 

L'integrale di quest'equazione èN=P — a-4-5 (aa — P)*. Ma 
oMdx = <iP — <iN = 36 ( aa — P ) dP i dunque Y equazione 
( j, H- P — a -j- 6 ( aa — P )• ) d[y H- i ( aa — P ) ^-dP = o 

essendo proposta la renderemo integrabile, dividendola per 
Tom. Ili Q 
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/ ^ P/-4- {a(P - a) H. a5(aa ~ P)*} j^^ 

Consideriamo in fine V equazione^ 
dy H* yydx h- Xdx = o r e snpponiamo' che* debba diveni- 



re integrabile da se medesima* moltiplicandola per -^ — .. 

Determiniamo» P, Q^K^X in moda che^ questo^ sncceda . Se 

facciamo » = X h- jy' r ^= i r 2^=^ "*h;1p^h1* l'^eqaazio- 
ne del §! 188^ diverrà; 

( aPQcZx ^ dì? ) yy h- ( 2VRdx ~ aPXcfor - aQrf F i- aQrfQ ) j/ h- 
( Pt£K — RdP — aPQXda; ) =r o , la quale si decont 
porrà in: queste tre* 
2VQdx — dP == o ; 

aPRcfjc ~ aPXcfar — aQdP -h- «Q^Q; = o ; 
VdR — Rc£F — aPQXdx = o . Da- ciascuna di queste sì ri> 

cava* comodamente if valore di' y , cioè 

dP^ ^r\^^ Rdx ^XJx^JQl' dT(^2(jXdx 

p ^ o a 



Dt qui si ricava: aQ ( K -t-- X ) dx ==^ <iR r 

cendo' le oppDrtaae' sostituzióni nell'eqaazibne' 
aQ'cfi» = Rffic — Xàx -f <iQ » si avrà 

:!'% =r ^-liin^' ^ dq , ovvero» 

.»-+-X aQiR-i-X) ^' 

dalla: quale si ha; 
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K H- X = ìi|"^|^-5 i sarà pertanto 

*Qdx = 5l?5 - !«'« Z-;^ . ed ia .conseguena 

Facciamo Q* — R = S , e troveremo 

AQSdx = ffS; X = ^ ^ 12' —.5; R = Q* — S; P=. 

Av'(S); avremo dunque qaest* equazione 

dy H- ^^ -h 4Q — ^-^^4^ = P » che .diviene integrabile 

moltiplicandola -per __^J|1^,_^ = _^s_)^ .qualunque 
funzione di a? sia una delle due Q ed S , tra ^e juali è T equa* 
zione Qdx = — •y- 

Non ci fermeremo di più sopra queste ,considerazioni > e 
rimandjBTemo i mostri Lettori al .Calcolo Integrale del.Sig. ^Euler. 

§ 191. Quando nnVequazione ^differenziale ,Tion jpuò inte- 
grarsi con alcuno degli artifizi spiegati ^nei §§. ;antecedenti 9 al- 
lora .si cerca .di trovarne V integrale per approssimazione • Al 
§. 95 abbiani detto couje il Teorema di Tajlor d somministri 
un metodo , onde integrare l'^equazioni ^er serie > orde .trova- 
re cioè il valore di y dato per una serie infinita ordinata per 
le potenze di ,x 9 .così sopra di .quello non faremo parola « Il 
metodo dei coefficienti indeterminati può talvolta ^darci 'spedita- 
mente y integrale di un' ^equazione , espresso per serie in que- 
sta guisa . 

Supponiamo per .esempio cLe vogliasi integrare T equazione 

^y -+ ydx = 7720? dx . Supponiamo 

y = Ax^ ^ Bx^ H- C^ H* -ec, e sarà 

dy = fiAx^'^^ dx H- (fA -f i ) Bx^dx -^ (f* h- a ) Co?" dx h- ce. 

Fatte ora le opportune sostituzioni nella proposta , avremo 
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<»Aa;^-'H.(^H.i)B/H.(^H-2)Ca:''-^'s.(/..K3)Dx'*"*-' 




-OTjc -<- A* -*^ Bx H- Ca; H-cc. 

che dovrà essere vera per qualunque valore di x i dunque da- 



vra essere n =s ^ — i ^ ovvero u. = ;2h-i> A = — ,B = 
^t ^.r \ y ^ =^ —, r^ ; ea > e perciò» 

= m{ "^ "L H _* r ec ì 

Questo valore di y non può però prendersi per V integra- 
le completo della; proposta ,, poiché non contiene una costante 
arbitraria.-: onde introdurla rappresentiaraa per X quella serie,. 
e facciamo^ y =zyi^^ z^-^ avrema allora per determinare z. que- 



sta equazione dzr h* zdo(r = o , e perciò z = Ce , essendon 
G una costante arbitraria ; dunque V integrale completo sarà 



{ 



M- ec. 



ff-4r2) («-4-l)(ll-4-2)(l»H-3) 



}*Ge 



Ma si può cttetiere ua*^ espressione- per y dotata: di tutta 
la generalità che possiede uà integrale completo , ia quest* al- 
tro modo. 

^'*^(*>y»c) = a r integrale di una qualunque equa- 
zione diftèrenziale r 1' uso cui è destinata la costante e , si è 
di fare in maniera » che quando x riceve uu dato valore af = a ^ 
y ne riceva uu altro parimente dato y =i h^ Cow questa con- 
dizione si determina T idoneo valore della eostante Cy risolven- 
do r equazione /{a^byc) = o. 

Ora se potremo preparare T espressione dì y in tal guisa 
che facendovi « = a,, venga y = 6, avremo per y un valo- 
re che potrà prendersi per il completo integrale della propo- 
sta , almeno ne farà intieramente le veci . 

Per questo poniamo ar = aH-frj = 6-4-z^t e pren- 
diamo per rappresentare u una serie , della quale tutti i termi- 
ni svaniscano quando f = o ; sia 



CALCOLO UffTEQRALBCAF. TII^ t^^, 



f* -r% f* •+ t j-i^f* "^ 2: 



» = Af H- Bf" H- Gt^ H* éc. „ 

du = fiAt -i- ( I* -f» I ) Bf -*• C I» •<• 2 ) G«^ -4- ce. ,, 
e sostimenda questi valori ia dui Hr {à H^ u)>dt = m.{ a ^ 



t)''dty si avrà 



6 H- At -4* Bt H- ec; / = O 



— jfTza- — ZRT — éi. t — m — • a t — ce. 

1 I .. 2 

equazione 1 che davenda esser vera per qualunque valore dif , ci darà 
^ ^^ . ^ = ma, — ò y si. = -— r 

^ a. a 

Qnest' espressione per y soddisfa: alla proposta: ed è tale y, che: 
fatto a? = a 7 si ha ^ = 6 . 

Si può avere ora una serie convergente del valore di y 

in questa guisa - 

SupponianK) che a crescendo» continuamente. per eguali in- 
tervalli A<2 divenga infine a? > e che i valori corrispondenti di y 
siano come segue 

h corrispondente ad a 

S' .a —te A^ == a" 

I 

6-"^ , . . a -i- aAa = a" 



&" a H- 3A« = «'" 



,(x) A „M ^ 



« 
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« si avrà dalla serie qui sopra ottenuta 






-4- ec. 



-y = 6 H- JOTa -. 6^ ^>. Aa H- ec. 

Si sommino tutte qaeste equazioni e ne ricaveremo 
^ = 5 -4. MAa H- N( Aa)* h- L( Aa)\H- ec. 
La qual Sjerie tanto più convergerà , quanto minore sarà Aa . 

In generale se avremo un* equazione differenziale Vdx -4- 
Qdy — q , nella quale P e Q siano funzioni .di x e di v , e 
vorremo trovare il valore di y dato per una serie ordinata se- 
condo le potenze Ai .a?, cominceremo dal fare anche semplice- 
mente y = A -i- Ba? -4- Ca?* h- Ea?» h- ec, per il che avremo 

^.^^ ~ "^ "^ '^^^ "^ ^E*' -»- ec. Sostituendo allora questi valori iq 

^Z^'^ — h avremo 

— 1 = 3-^ aCa? H- 3Ea?*.-i- ce. , da pui P -f- Q (B h- ^Cx ^ 

SEiX* H- ec. ) = o , Quivi se sostituiremo in P e Q invece .di 
y il valore supposto, ed ordineremo l'equazione risultante se- 
condo le potenze di a? , avremo le equazioni particolari per de- 
terminare quei coefficienti A , B , ec. 

Facciamo un qualche esempio ; sia 1* equazione ady -f 
{y — x)dx^Ot e fatto j» = A -^ B» h- Ga?* h- Da?' m- ec.| 
avremo 

{A H- ( B — 1 ) a? -h Gap* H- Da* H- ec. } -f- Ba H- aCaa? -f 
3Daa?* h- ec. = o , 
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cbe ci data B = - t. C = à£^, D = _ i«^i, E 

J? "^— ec * ed in conseguenza. 

n ^^ 2J» 2.3.11» 

Qnest' integrale sarà completo % perchè contiena la: costan*^ 

te arbitraria A . 

Per un secondo esempio prendiamo V equazione 

dy = dxf — ^xdar --h-ydx h- xxdx H- xydxy della quale Ncu- 
to» ne* dette il primo V integrale espressa per serie • Sarà in 
questo caso 

p =r= I 307 H^ y H^ «^ *-+• xy y Q == — i , e facendo 

y _, A ^j. Bx -H Cx* H* ec. r si avrà 
r ^x^i^y '^ XX' ^^ xy — ( B n-aCir H-3Da?*^H*ec.)=r o> 



quindi sostituendovi il valore deir.y y ordinando secondo' le potenze 
di 07 y ed eguagliandone i respettivi coefficienti a zero^ otterremo 

B = A^r, C=A~r, D = ?^-S E=^^, F = 



^3^ "** ^ ec ; sarà dunque 

ÓO-' 



2A -H r ^r 



^ = A H- ( A H- 1 ) a? H- ( A — r ) a?* h- 2— ^ «' H- 



5*irJ jc* -4- ec. y e questo sarà T intagrale completo , poi- 

la 

cBè contiene 1' arbitraria A . 

Quando le variabili che entrano in F e Q' r sono» elevate 
a potenze frazionarie ,. la strada? piti spedita per applicarvi il 
metodo dei coefficienti indeterminati è di toglierle per mezzo 
di qnalche adattata sostitnaÌ»ne ; cosi se fosse proposta Y e- 
guazfione: 

dx ( aaey* h- bxy^ ) h- Ac(y = <i > cominciando a ridurre gli 
esponenti allo stesso denominatore y si avrà 
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3. , %r 



dx ( axy^ '^ bx y ) H- hdy = o , la quale si ridace « 

dx {axz -rt- S^* ) H- 6hz\dz = Oj col farvi j^^ = 2; , 

Taluna volta giova cercare piuttosto il valore di x e- 
spresso per y : il metodo però è lo stesso • Si finge una serie 

A H- By H- Cy* '-^^ ec. per rappresentare .x , e quindi si de- 
terminano i coefficienti indeterminati A , B , ec. 

^, 192. Andiamo ad esporre un altro metodo jd' integrazio- 
ne per mezzo delle serie . 

Supponijirap che V integrale completo di un* erjuazione dif- 
ferenziale ^del primo ordine ^ .cioè in x ^y e (^) j sia y = 

.dx ' "^ 

jf(a?.^a), essendo a la costante arbitraria. Dando ad a nn va- 
lore particolare hy la quantità ^/^( oc ^ Zi ) sarà un valore parti- 
colare di y , che noi rappresenteremo |)er p , e che supporre- 
mo conosciuto in una maniera qualunque Facciamo frattanto 
^ = ^ H- z 1 e sviluppiamo la funzÌ4>ne f{^ x j h h* z ) in se- 
rie ascendente secondo le potenze di i: il primo termine sarà 
f(xyh^ .= p ^ fi gli altri termini saranno della forma qi h- 
ri^ ^^ ec, 9 , r essendo delle funzioni di x. Se si sostituisce 
quest* espressione di y ntìV equazione data del primo ordine j 
converrà che essa si verifichi indipendentemente .dalla costan- 
te i che .dee dimorare ^arbitraria . 

Sia dunque {^) =::T{xyy) Y equazione .del primo .or- 
dine ifllla quale soddisfa il valore particolare y == p; si ^vfà 

dopo questa condizione (^)=JP(a;,jp). 

Sostituiamo per j^ la serie p H- qi ^ ri^H- cc.| e per (^) 



la serie ( ^ ) ^ (^ ) £ ^ ( ^ ) £* -j* ec. , e si javrà primie- 
ramente ^ 

(£) H- C^)^'^ (g)i'H-ec.= F(a?,p^2iH-ri*H-ec.). 

Poniamo gì H- ri* H- ec = w , e scrivendo F per F (a?»p ) > 
sì avrà 
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^ ì — H* ce. > ovvero 



rr -^ ec. j -^- ( — ) — ( 5 z H- agri H- ec. ) h- ec. 



Ora (*) = X-C»,;.)! dunque (g) = 5(|),(*) = 

r(^) H- ~(^) €c. , equazioni che serviranno a deter- 

minare successivamente le incognite ^ , r «e. Esse sono lineari 
del primo ordine ; possono in conseguenza sempre integrarsi com- 
pletamente ; ma per noi basteranno finche degli integrali parti- 
colari. In questa guisa avendo determinati i valori di ^ ^ r ec.» 
si avrà questo valore completo di y 

y z=z p ^^ qi ^^ rV -^ ^.y nel quale i sarà la costante arVi- 

traria che mancava al valore particolare y =z p . Questo valo- 
re è invero espresso per una serie 9 ma la convergenza di que- 
sta serie dipenderà dal valore 4ella costante i. 

Per farne un esempio , sia proposta V equazione differenziale 

4ydy — ^xdx — <?a? V ( 4;^^ — S**^* ) = • 

A questa soddisfa V integrale particolare y =z x . Per a- 
verne il completo , diamogli questa forma 

(pi) =z 3jl±:ì^j:1:ihU, « sì avrà 

AP ^ 

Tom. Ili R 
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d'F\ —4/' I . - 3*-+'v/(4;f*— 3*') 



■WMrfa. 



ca ce. 

Facciama ora p = a? , ed avremo 

(^P), = _L_-i = o. 

d*Fs -4 1.2- 3^ 



ce. 

Xi^ equazioni per deteriDinarc q yv ee. , saranno dunque 



€ 
* 



± .f. e' ee. r essendo € , C eostaoti arbitrarie ^ 
Siccome ci bastano dei valori paxtieolari di g > r ec. >. cosi 
jfacciamo e = — , c'= o, ed avremo- 7 = .1 , r= -|- • — e®* • 

2 ^2 8 a? 

sarà pertanto ir valore completo dell' ^, il seguente 

0} = X H^ — H*- ^ H^ ce. , essendo i k costante arbitraria . 

Che questa appunto sia la serie che esprime il completo va- 
lore: dell' y, si rileverà dall' osservare che F integrale compJe- 
. ta di queir equazione è j/* = a?* ^ ax H* ct^ ì il qnale diventa 
y z=i X j quando a = o j e per qualunque valore della costan- 
te a ^ si trova 

y^x{l -f^^ H. 4/ = x(l^ Lf± H. <) - ^( ^ ^ 'AY -^ «^- } 
^ X ** -' V 2 ^ X X* ^ 8 ^ X x*^ ^ 

= a? fi ^ ^ -H If! H- ec. > = » -4- -1 -4- 5r ■+ ce, 

la qivàì serie combina con quella trovata con Y altro- metodo. 
Un tal metodo è il fondamento delle soluzioni dei princi- 
pali Problemi della Teorìa dei Pianeti: siccome le escentricità , 
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« le inclinazioni che debbonsi rignardare come costanti arbitra- 
rie 9 sono piccolissinie , e V effetto delle attrazioni ,è anche pic- 
colissimo , il circolo dà «abito dei valori particolari, i quali si 
completano in seguito per mezzo di serie ordinate rsecondo le 
potenze di queste costanti piccolissime. ^ 

§• 193- S^ P^^ taluna volta trovare T Integrale approssima- 
to di uà' equazione per mezzo delle frazioni continue. 

Non sono invero di grande utilità simili int^razioui, pu- 
re ne faremo un cenno . Abbiasi Y equazione 

(o) . . ' '.P -hQy -h E/ -*- S (j^) = o , nella quale P^ 
Q , K , S siano funzioni di a? . 

Se noi poniamo y = — -, » essendo X una funzione inde- 
terminata di x ^ ed y un* altra variabile 9 si. avrà fat;endo le 
opportune sostituzioni 

( I ) F ^ Qy ^ Ry* H- S (g) = o , nella quale 

F = PH-QXH-Rr H^S(g), 
Q' = 2PH^QXH-S(g), 

R' = P, S' = — SX. 

Trattando Y equazione ( 1 ) come abbiam trattato Y equa- 
zione (o) > cioè facendo y = — ■— 77^ si avrà per determinare 
y y Y equazione 
(a) F' -^ QV H- RV ^ S'\^f) = o, nella quale 



r = F H- QX H- R^X;* H- S'(2^) • 

R" = P' > S" = — SX , e così di seguito : ia qnesta guisa 
trovei*eiiio 
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É 

/ 

X. 



3C' 



I < »■ »»ia«W— 



IH- ^ 



'/f 






•m' 



I H«ec^ 



Per determioare X » X' , X'^ ec. ^ supponiamo X == A» y X 



Bjc > X"^ = Cac ec. % ed avremo in principio v = Jl^ . S© 

• i * . . ^^ 

* . / • • e • 

noi trascuriama y ^ sarà y = A^ ^ c?y = Aaaz , e la pro- 
posta eqaazione si cangerà ia questa 

P H* QAo: H- RA*a: H- SAax = o i dovrema dunque 



• 

iJèterminare A ed «'in: moda che una tale equazione sia sod* 
disfatta r ora supponendo ar piccolissimo ( e quando^ questa sup* 
posizione non potesse aver luogo ^ non è di alcun usa il meto- 
do ) si ritengana le sole potenze inferiori; della Xy lasciando 
sola neir equazione due termini ^ per i quali possana rendersi 
eguali gli esponenti con una" * adattata determinazione di a: si 
avrà così il valore di is ^ e quindi (|De]lo di A sarà determina» 
ta col rendere eguali i coefficienti di quelle due potenze dr a. 
Trovata il valore di X > si conosceranno i caefficTCuti del- 
la trasformata in y j cosi se facciamo y ' = o » si avrà y = 

X^ = Bx : sostituirema dunque questa valore di y neir equa- 
zione che a lui si conviene % e determinereraa B e /J in mo- 
da che con questa sostituzione T equazione trasformata (r) sia 
soddisfatta: continuanda in questa guisa) si troveranno furti i va- 
lori dei dtenominarori X jX\ X'' ec- • 

Quest" operazione terminerà quando una delle quantità P' » 
P'^^F'^ ec. » che formafto i primi termini delle trasformate, si 
annullerà da se medesima . Imperocché sia , 

« 

Hm -{• Tu* -j. V(^) = o 1' ultima trasformata , o quella nel- 
la ^nale il primo termine è nullo r per H , T , "V , m noi indi- 
cbiamo i valori di Q , K , S , jr che ad essa convengono . Ad 
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una tale equazione^ soddisfa u ^= o j e così la frazione oomi* 
una si termina . ^ 

In questa:, guisa* si ba un'^ integrale- partièalarc* dellà^ pro^ 
sta in y : per avere il completo r facciama in. qucst* ultima tras- 

formata i^ = — , ed. otterremo- 

Ha H- IT — AT (^- )= a ,. clie* è- un'" equazione lineare dej pri- 



HM> ordine,, sempre^ integrabile completamente : si avra^così il va- 
lore di ztr o r ultimo^ valore di^ esattamente espresso . 

Bendiamo^ piii' cìiiara questa. Teorìa, con Un esempio^/- Sia 
i' equazione differfeniiale ' ' . 



j^-r <* 



my H- ( ^ -^ x) (^y^^ Oy e supponiamo che a^ sia una qnan« 
tità molto piccola^ Sòstìtuiama primieramente A^ pep y y e sì 



«t— f 



avrà ( mA H- «A ) x. h* «Aót? - == cr, e trascurandcr là* poten- 



Ct — I 



za superiore- di x r avremo^ aAx = o , e qaindt « =r o: il 
coefficiente A. resterà, indeterminato r^ e si avrà per iina^ prima 
approssimazione y =r X = A- Trovato questo valore di- ar, 
ed avendo dalla: proposta. P == o v Q ==^ »r R= ov S = 
1 ^ ^ ^ otterremo per. la; prima: trasformata 

— jji — ro/ H- ( I' H- * ) ( ^)= ^ ' ^® ^°' qnest' equazio- 
ne facciamo 

y = B* , dy! = B/3a?- ~^r avremo* 

— TO — mBx H- B|2ra?- -i-B^a? = Or ovvero- trascnran- 



^y le potenze .snperiori dell' re , — /jirH^B^'a? s=r <>> cui 



si soddisfarà facendo ^= i » B^= nz: sarà dunque X'=y=mx 
La secoèida trasformata" 'sarà | ot . • : 

( nz — I ) a? H- { 1 -h ( »2 — I ) « / y^ -f^ >"' H- ( I 
«)*C^) = o> in cui ponendo Cx" t Cy x^ ~ * dx iftx y\ 
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e per dy' % sì avrà 

(jw — I )a?-4- {i H- (>^ — i )x^^x -t- C'a?^^ ^ ( i ^ 

t» ) orCyjc *^ = o^ che è soddisfatta da y = i , C = — 
D ^nl , avendovi però trascurate le potenze superiori della 3c . 

Avrebbe soddisfatto però a quesf equazione y = o ^ ma noi 
esdludiamo un tal valore ^ perchè T esponente di a? nel nume- 
ratore di ciascu.na frazione integrante che segue ia prima , dee 
sorpassare zero, giacché tutte queste frazioni debbono svanire 

quando a? === o . Il valore di X'' sarà dunque — ^^^ a? . Con- 
tinuando questa indagine , si troverebbe X''' = ^-^ * > X'^ = — 



IW — 3 ^ Y^ ^ 



X ^ X^ 5= -^^ X ec. , e quindi 



flvjr 






^ t 



. ^ 

m — I *^ 

I ' 3 
I 






m — 3 jr 



1 — 3 ^ 



"* "11? *L 
< * a 



I — ec 



Qoest* espressione sarà l' integrale completo della proposta , per* 
che contiene la costante arbitraria A. 

Per un altro verso V equazione ia)f-4.(i-4-a7)(g) = o, 

si integra completamente e si ha j? = A ( i -h a? )"" " i dunqne 
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(»-*•*)• 



mx 

1-1» M.i.» .. 




m — 1 X 




1 ' * 




#W H- I * 




^ • 2 

I Hr "^ 


• 


MV — a Jf 


tf 


• 




I- 3 2 




i»-+a 


;r 


,... 5 


a 



1 — «, 



e quindi 
( t H- or)' 



fVJI? 



m — I X 



X ' '^ 



3 ' « 



iw — a X 
t 3__J. 



♦ » 

E se noi; rammentiamo che nellr^ introduzione si dimostra 

( I H* a?) = L H- — i— — J H- — —^r-^ ^ H- ec.> avremo di- 

videndo T equazione per rrty 

* 

Z(i H-or)-*. m{l{^i H-o?))* -t-ecs^- 



I ' a 



I 



3 ' a 



1 — 



facciamo in- qitest' ultima equazione 172= o, e troveremo que- 
sta elegantissima formula per esprimere il valore di / ( 1 •^- ar) , 



*13^ 



Jtf ATEAIrATIjSÀ. JS V ^.l i^ è/L fL 



Z(i H* af) 



2 



I 



3 






li 
3 



5*^ 



3. 



X 



ce. 



Xi' espressione del binomio ( i H* a?)* in tina frazione con- 
tinua può anche ottenersi senza il Calcolo integrale > .^ per 
mezzo deir Algebra Elementare : «i veda per vquesto una Me- 
moria del 'C Geometra Pietro Ferroni inserita negli Atti della 
Società Italiana Tom. IX . Ivi *si troveranno altre interessanti 
ricejche sopra le frazioni continue • 

§ 194. Abbiamo,^tto al $ i8i ^ che .un' equa;^ione diffe- 
renziale si .riguarda come integrata , quando essaxiipende dall* in- 
' tegrazione di «etlipHci funzioni jA\fkxeta\z\ì': t)ta nella maggior 
parte dei rasi non possono neppure aversi gli integrali delle 
funzióni differenziali , ed in coaseguenza , rigorosamente par- 
lando :, dobbiara dire che neppure in questi casi po6>ono inte- 
grarsi r equazioni ; così ottenuta la separazione «delle variabili 
in un'equazione Vdx -^{^ Qdy =s o ^ e trasformata in Xdx H- 
Ydy = o y se «oa sia in nostro potere con alcun artifizio in- 
tegrare le funzioni differenziali Xdjc , \dy , bisogna dire che 
r equazione Vdx h- Qd[y =0, generalmente parlando, non sa 
integrarsi % dico generalmente parlando , imperocché può darsi 
il caso che, mentre in un'equazione separata \dx = Ydy non 
sono i due membri per, «e jmedesimi integrabili > i> Io sono sol- 
tant^q per archi di circolo e lo^aritrai^ non ostante siavi una 
reLuione ^Igebraica contenente una costante arbitraria , la qua- 
le soddisfaccia a quell'equazione, e ne sia in conseguenza l'in- 
tegrale comj^leto . 

Mi traferro alcnn poco ad esaminare questa specie dì pa- 
radosso analinco , indicatoci la prima volta da Giovanni Ber- 
noulli ( Comm. Epist. Tom. I pag. .60 ). 



* CALCOLO INTEGRALE C A t* Tlt. I37 

Sia dy ' (piy ) una fnnzione difFccenziale , la igeale non pos- 
sa integrarsi algebraicamente » e prendiamo per y tina Cauziono 
algebraica di jc , facciamo cioè y T=r fx : la nostra difFei^csaziale 

diverrà allora dx . (3^) . (f> {foo) : ora se la funzione /se :sarà 

tale che {^)-<t> (/a? ) = ?»(»)> si avrà .dy . p\y) = xfarX 

^(x); in quest'equazione nessun membro sarà integrabile da 
se medesimo aJgebraicamente-) pure ad essa soddisfarà la rela- 
zione algebraica tra a? ed j^ data dall' equazione y =zfx. 
Serva per esempio la ditlerenziaJe 



-^ se noi facciamo^ = j- — ?, si avrà 



dy = j^*-="r-^. , ed 

ducendo allo stesso denominatore 
sutito 



rfj^ ix 



; , ed è manifesto che a quest* equa^ 



-a -+ 2hy -h r^* a -+ 2bx'^ ex 

zione differenziale soddisfa y = ^^ — *^ "" ^ ^ poiché la sostita- 

zione di questo Talore la rende identica . À questo rignardo po- 
trebbe proporsi il Problema : data la funzione fx trovare V al- 
tra ip (x) j che avesse la suddetta proprietà : la di lui soluzio- 
ne generale però è di un* alta indagine^ dipendendo dal Caln 
colo Semmatorio^ quando le differenze -finite sono quantità va- 
riabili . 



Prendiamo V equazione semplicissima 



et» .^^^ ày 



compt)Sfa di membri^ dipendenti ciascuno dalla quadratura del- 
le coniclie > e per conseguenza non integrabili algebraicamente : 
se noi la moltiplichiamo per xy ^ avremo 

Tom. Ili S 
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- /'^^^ , =2 -r^^'^'^— X y ed integrando per parti , sf otterrà 
j V ( aa .-i* ora? ) — fdy y/ {aa •^ xx) =^ x\/ {^aa ^ yy) — 

Ora- r equazione proposta ci dà 

dxy/{ctja ^{^yy) ^=: dyV {^aa^ xx)^ e (juintfr 

ycb? v' ( aa H- jy^ ) = /c/y V ( aa H* a?a? ) ; dunque 

ys/^aa^xx) = a;\/ ( aa --h jjy ) H- G sarà V integrale alge- 

braico corapleto di queir equazione . 

Con Io stesso. artifizio, poti'ebbesi ottenere T integrale alge- 
braico dell' equazione 

— : ma si può aoco ridurre que- 



dx dy 



V ( A -i- B;t -+- Cjp* ) V ( A -4- Bj? -+- Cy * ) 



B .. B 



Sta alla già trattata : basta^ fare x =. z — ~, y =^ u — -^, e 
si ottiene subito una trasformata dèlia forma 

dìs ^_ du 

In questi casi ci ha potnto condurre air integrale aljgebraf-- 
€0 la regola defF integrazione per parti . Prendiamo in esame- 
altri casi piià complicati): per i quali adbpreremo un metodo da 
La - Grange immaginato e reso più semplice da Euler ^ Atti di 
Pietroburgo Tom. II Part. I. Abbiasi V eq;uazione 

^ . =3 — ^ *^ — . , della quale si voglia T integrale com^ 

pleto iudipendentemente dalla parziale integrazione dei suoi due- 
membri . 

A quest' equazione si può sempre dare una forma più sem- 
plice , facendo sparire le potenze impari del denominatore; sen- 
za dunq;ie alterare la generalità della ricerca 9 supporremo che* 
r equazione da integrarsi sia 

^* - = ^=^-^ . Poniamo per semplicità di Calcolo 



il-t- fX' 



X = a •*• c»* , Y = a -h cy* 1 e r equazione diverrà , pren- 
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dendo il segno superiore » -^ = -y ' 

Consideiiamo le variabili x ed y come funzioni di una ter- 
t , ed allora scrivendo ( J ) c?t , ( ^ ) <^^ V^^ ^<^ e dy ., a- 



za 



vremo — (— ) = — (^)* stabiliamo tra a: e * tal relazione cihe 
sia i-(^) = I , « ne seguirà immediatamente ^ (g) = i , 
quindi X = (1^), Y = (|), X ^ Y===(g)~ (g)..So. 
stituiamo i valori di X > Y , e sì avrà . 

c^x' y) = (— ) — (?)• Differenziamo le cguazioni 

_-(*!), Y = (^), e troveremo 

(«)(-) = .ox(t:) = (^!), 
(f)(|)=»'y(S3=('J)'9"i«'di 

( — ì ( — ) 

aca? = -^^ , acy = -^ > e sommand© 



Sia a? — ^ = gr , e per conseguenza 
(^\ (^) = f^); avremo allora 

c(«- _/) = (g) - (g) == (g)> ovvero 

e {x ^ y) {x — y) ^ cq{x ^ y) ^ {^^), e quiadì 

3c(a?-i-j>) = -l(^). Ma abbiam trovato 



14^ MATEMATICA SUBLIME 

dx 



i^dt' ^^Jxy \ dt J iiy\\ dt y"^» 



dt' \dtf 

il cni integrale è. 

Zo^.5*=r7òg::(^)-l-/o^.(g)H-C.-: owero passando dai loga- 
ritmi ai numeri e- cangiando la. costante, 

( £) = X = a H* cx% (£) ==r Y = a -t- cy* ;. dunque 

~ " " ■■ ■ •. 

E quest' ultima relaziona aljgebraica^ sarà. T integrale com- 
pleto deir equazione 

dx d> 



Se da una banda e- dall* altra del ritrovato^ integrale , ag* 
giungiamo — ac y e cangiamo di nuovo la forma della costan- 
te arbitraria ^ avrema questa relazione pia semplice 



P" . *' •+ cxy 



Prendendo ora 3 considerare il caso» del segno^ negativo 1 
i avrà T eouazione 



SI avrà i equazione 

dx — dy 



a^cx 



» 



— ~=^ ^ Poniamo^ come- sopra 



Facciamo ap -^y =p , x — j = g , xy= i/> e troveremo 
I ^ ) = X — Y= cpg y ovvero 

^ • ( ^ ) = g . Per uà altro verso 



\ 
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jX — xY =^ y {j^y -r- oc {^^) =(-);. dantiue sostituendo per 



X e per Y i respettivi valori a -j- cx^ i a H- cy* , si avrà 
a(^y — a? ) -i- cxy {x — y)=^ i~) y che diviene — agr -^ 

Eguagliamo adesso tra loro i due valori di q , ed avremo^ 
±.(^) =5 _L_,(^),, r integrale della, quale sarà cp = 

Q(^cu — a) r essendo C una costante arbitraria : iu quest' ulti- 
ma equazione sostitueudo i valori di p e di m ^ si avrà G =3 

cxy — a 

^. 195. Continuando T indagine del §^ antecedente propo- 
niamoci V equazione 

^ . s— . ^L della nnii- 



le alcun membro non è integrabile algehraicamente . Rammeo?- 
tiamoci che la difTerenziale 

-T-. 7L — /f ^ , . — — — r si puòf sempre trasformare iu un* al- 

tra Ci53)r ^ve. manchino le potenze impari della variabile x; 
noi dunque potremo supporre che la superiore equazione sìa ri- 
dotta a non. aver le potenze impari di quella variabile , ed ab- 
bia ia conseguenza la. forma. 



Onde avere un integrale algebraico che soddisfaccia a quest' e- 
qiiazione y adoperando il metodo- del §. antecedente , supporre- 
mo a; , y funzioni di una terza variabile ^ , e tali che 

(J) =V(Ah- C/ H- Ey ): se facciamo sparire i radica- 
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lì > e quindi differenziamo * dividendo di poi la prima eqnazio* 
ne per ( ^ ) dt , e la seconda per ('~)dtf si avranno in que- 
sta maniera dup equa;zionì 

Ponendo ora 9 ^ y = pt os — jy = 5,il che ci dà 
X = ^-^ > y = ^^^ > le due precedenti equazioni aggiun- 
te e sottratte , daranno 

m 

(^) = Cj -t- 1. ( $p"q H- j' ) •• ^i Pi'ì essendo 



CS)(f ) = (S)' ~ (S)'» ^« sostituiamo per (^pV, (g)M 

rispettivi valori , ^i avrà 

(f,)(S) = Ci,s-i.|(p>s-,.ps'). 

Se dair equazione che ci dà il valore di (j4) moltìplica- 
ta per q > sottragghiamo quest' ultima equazione « si ha 



9('jf.) - (g)(g) = Epa". J» ?™le moltiplicai per 
i(f), diviene 

»(S)(^) '(g)-(g) ,,,„,«, 

Di qucst' ultima equazione V integrale è 

JL ( ^ )* = Ep' -h a , essendo a una costante arbitraria • 

Per determinarla ^ sia m il valore di y quando ^ ~ ^ ; 
si avrà in questo caso per mezzo delle superiori equazioni 
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(^) = VA r {f,} = V( A -H C/a' -i- Effz*); facciamo questa 
qaaotkà = n. 



Egualmente essendo p = aBH-j'> g = a? — j^,(^)=3 

Se ora facciamo (queste sostituzioai neir equazione qui so- 
pra trovata , avremo 

{ >/A H- 0j jj^i ^ ^^ ^^j gj ^gj^ ^jjg essendo m nna 



!»• 



quantità indeterminata , anche » resta indeterminata . 
Noi abbiam dunque V equazione 

(^)=rgv^(»H- Ep*)- Quantunque qciest*^ equazione sia unfe^ 



dt 

quazione differenziale del primo ordine , si può non ostante da 
essa ricavare subito V integrale completo dell' equazione propo- 
sta : infatti essendo 



C)'* -h E[y* ) > si avrà tra a? ed ^ questa relazione^ 
V/ ( A H- Go;^ H- Ex^ ) H- V^( A H- C/ H- E/ ) = ( ar — 

j^ ) V / « H* E ( 0? H=- J' )*1 > la quale rappresenterà V in- 
tegrale completo, perchè contiene la costante arbitraria «. 

Quest'equazione tra x ed j^ non è la sola che possa otte- 
nersi per mezzo delle formule sopra trovate. Intatti sostituendo 
nella ritrovata equazione 

(S) (f ) = ^M -*• I (i>'5 -t- P2') » invece dì \%) il suo 
valore g \/ ( ^ H^ Ep* ) , si avrà. 

(^) = — V t et H> E»* l — * "^^'^^ ^^^^ rimettendo per p e g i 
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valori a? -4- j'» a? — yy e per (^) il suo valore ( — ) ^ 

(g) , cioè v' ( A -*. Ca;* h- Ex* ) — V ( A h- Cy' -h Ey* ) , 

si avrà una nuova equazione in a: , ^ ^on la «ostante «rbftrarìa 
« ) che sarà iancora essa l' integrale completo della ;proposta -, 
Tale eqxjazione sarà 

V'(A-^'Ca?* -^ E**) — v(A^ C/ -^ E^) =- 



c(.-.»-HE(.»-.>'> ^^rHs^ Aggiungiamo guest' integrale t:on 

r altro trovato qui sopra , ^d avremo 

a V ( A H- 'Ca?' «h Ea?* ) = >c(*-^>)-^P(4r'-^^>»J,-^.y'4f-^■»M ^ 



( ar — j/) v^ { « H- E ( a? H- J )"'} : e riducendo allo stes- 
so denominatore^ si avrà 

V • • y :7= -v — • 

Quadrando quest^ ultima equazione > si lia in fine 

quest* integrale è t)ra razionale . 

Se invece di aggiungere quei due integrali , gli avessimo 
sottratti uno tlall altro , avremmo trovato quest' altra equazione 

(^) . . . . A^ Cy M- Ey = {>(»-»-C(^-^.)-^(..'-^ ..,>)>' 

4 «{^»-+E(*-f>)*\ * 

nnn.T''^^'^"^^'' '^ denominatore tlall' equazione (i) e facendo le 
opportune riduzioni , si trgva quest' elegante e semplice equazione 
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4Aa H- ( 8AE — aC* h- »«' )^y^{ 4AE h- aC« — G* ~ 

^* ) («* H- ^* ) H* 4Eii . a?*y = o , cui si pHÒ dare la forma 
{A) A'H-B'a?yH- C(a?*H-/) ^D'o^y = o; la 

quale esprimerà l'integrale algebraico completo della proposta 

//^^^^^c 4> === //A^^a-ì-i; 4\ • J^^ costante arbitraria che si 

V(A-+C**H-E**) y(A-+Cjr*T*-Ej^^) 

contiene nell' integrale , è indicata da « ; questa costante h 

{va-*.v'(At»-c«*h.e«im}' ^ 
n = i — : ' Em* > rappresentando per m 

il valore di y quando ^ = o j così V equazione ( A ) 51 potrà 
riguardare come una relazione tra le quantità .x.^yj,my due 



delle quali essendo date » potrem s 
§. 196. Riprendiamo Y equazi 



subito ritrovare la terza, 
equazioae 



;^( - A-.c^-vEy) ^ Vwd^E^) • «^ °°^^ snpporiiamo rappre- 
^nt^ta per fy quella funzione dì y ^ il cui diifierenziale è 
-m — ^ — ?-r^ > funzione che in generale chiameremo Funzùh 

ne Trascendente y -si avrà fy ^=: fx ^ a per esprimere V inte- 
grale completo della proposta > ove a sarà la costante arbitraria. 

Quest' equazione dovrà combinare con quella (A) del §. 
antecedente ^ ove nz è la costante arbitraria ; dunque la costan- 
te a dovrà essere una finzione ^Ua m. Sìz pertanto a = Fj9z> 
ed avremo j^ z=zfx ^ Fot : ma ot è il valore di y y quando 
af =3 o ; dunque supponendo per maggior semplicità , che fx 
debba annullarsi quando x = o y si avrà Fm =fm : V integra- 
le pertanto sarà^ ==^ '^fruy cui soddisfarà la relazione al- 
ge.braica (A) =;= o. 

Così quantunque non sì possa trovare la forma algebra ìca 
dello funzioni fy ^fx ^fm y si può sempre avere uni relazione 
algebraica tra le quantità y ^x^m che reada fy^=^fx H- J/;i . 

Tom. in. 
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Facciama m= u% ed avrema fy =if9i ^fu > ed i v*aIoci dà 
questo traKcndeBti saranna 



d» 



V(A-t €«»-<-£»♦) 






Se òrs si cercasra il valore della quantità y tale che la- 
trascendente /y fosse eguale alla somma delle due trasrendentt 
fx ^fu y essendo* a? 9 u quantità conosciute » it valore di jk sa^ 
rebbe dato dair equazione (A) = o. In generale se noi aves- 
simo una serie di quantità trascendenti ^ ^^zr ^ /us/w ec: , e 
si volesse trovare una trasrendente fy eguale alla; loro somma 
fx '-{^ fu H^fb) •4* fia H* ec- y sì incomiiicserebbe- dal ritrovar^ 
re nda trascendente ^ === ^ar -+► /w 1 quindi uus trascendente 
fì r±=ifz^ -+fbx ce- je si avrebbe tri Km fj ^as^f» ^fu -i^ 

Il valore di 2^ sarebbe dato da una'equazione in z%x %Uf> 
simile alla ( A ) = o in y ^Xyu: quello di /S da un' altra e^ 
qaaziòne in ^9 ^, oj simile alla (A) = o^ in y 9 Xy u ec: 

Nella medesimai guisa se volessimo il valore di una quan» 
tieà u f tale che la trascendente fu fosse eguale alla differenza 
delle due trascendenti ^j^ e^r cioè^ (osse fu :=^fy — fx^ si 
traverebbe il valore di u dato per y e per x dàìV equazione 
( A ) = o ^ così le funzioni trascendenti 9. le quali rappreseata*^ 
Ho gli integrali simili alla formula 

y vcAH-c^'^EM^j * P®o^^ iOBimartt e sottrarsi tra loro p come 

qualunque altra quantità t e ponno aversene le somme e le dif^ 
ferenze espresse da trascendenti simili. 

Di queste trascendenti ponno egualmente aversi i multipli 9^ 
e le/porzioni espresse per trascendenti della stessa specie ; co- 
« data una trascendente ffi se ne pn5 sempre trovare un*^ altm 
che sia il doppio ^ il triplo ec. di lei; come pure un"^ altra che 
ne sia la metà 9 i] terzo 9 il quarto ec. 

Infatti se noi facciamo x = u y avremo fy = ofx 9 ed y 
sarà dato dair equazione (A) = o, quando vi si ponga x per 
u 9 ovvero per ro . 
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Trorato qoe^tò vtbne di y^ 90 noi faremo ^w ^=^jy Ht 
Jx^ avremo jfw = 3^^ ed u «ara ésto dall' equazione (A) =5 o 
qaando vi si faecìa a? invece di i9t ^ ed y invece di « > e co*^ 
/SÌ di seguito. 

L' equazioni fy = afx , /w = 5/à? «e. ;, cà danno fx = 

— ^ ^ fi^ ^== — y^ ^^- i ^^^ ''^ °^^' equazioni ohe esprimono le 

relazioni tra x ed y j tra x , w ec. 9 si pren^de^ro per cogni- 
te le quantità jr ed u ec. ^ st potrebbero trovare i yalori di x 
tali che rendessero la trascendente Jx eguale alla :metà , al ter- 
zo ,ec. di una simil trascendente fy 9 ^oo ec. 

Possono pertanto le funzioni fy ^fo: yf^if^ ec. non solo 
sommarsi e sottrarsi tra loro , ed avere le somme e differenze 
tespresse da simili trascendenti, ma ancora moltiplicarjsi ppr qua- 
lunque numero intiero o fratto > ed aversene i prodotti espres- 
si per funzioni trascendenti della stessa isatiira . 

.§. 197- Quanto abbiamo detto ^opra le funzioni integrali 
^dei .due .mqmbri dell' equazione 

V(Ar«- Q^'H-E^M ^ yTA^SrTe;?^ ' ^'^^ generalizzarsi per qua- 

lilnque equazione . Siano indicate da T(^), 't^(a?) due simili 
funzioni in x ed y : abbiasi V equazione y (jy)d!jy = Y(a?)da?9 
.della quale non siano algebraicamente integrabili ì due roem- 
J[)ri presi separatamente : supponiamo che con qualche jirtifizio 
si giunga ad :una equazione algéhraica tra .« ed y y ed una co- 
stante arbitraria > la quale soddis&cda alla fro^osta^ e sia questue- 
.qnazione espressa da F ( a? ^ j^ , 1/2 ) == o , m essendo la costan- 
te arbitraria che xàppiftsenti il valore di y quando » == . 

Se noi indidheremo allora V^r fy jfx^ le quantità i cui 
differenziali sono V{x)dxy Y (y) dy , avremo quest^ altra e- 
quazione Jy =zfx H- a, che simbolicamente rappresenterà T in- 
tegrale completo della proposta . Ora supponendo che Y integra- 
le debba determinarsi in modo 9 che quando à? = o sia ^ = o 
fi y s=m^ si avrà a =fm 9 e quindi T equazione^ =J^ ^f^ • 

Per quanto non possano aversi i valori algebraici delle 
quantità fy ^fx ^fni', pure queste potranno sommarsi 9 sottrarsi 
tra loro ed anche moltiplicarsi o dividersi per qualunque nu- 
mero 9 ed esprimersi i risultati per altre simili trascendenti,; 
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COSÌ conosciate », zn , potrà sempre trovarsi per mezzo dell'e- 
quazione F ( a? , j? , ra ) = o un tal valore di ^, che la tra- 
sceadente fy eguagli la somma delle due trascendenti simili 
fx. Hr fin » qnì può ripetersi parola a parola tutto ciò che ab- 
biadi spiegata al §. antecedente. 

Sttppoma«o che si abbk 1* equazione ^ = f?5 ^ nella <jua- 

le nessmi membro è integrabile algebraicamente . A quest* e- 
qnazione però soddisfa la relazione algebraica y, =• ma? , la quar 
le ne è l' integrale completo , perchè contiene la costante arbi- 
traria m : ora se indichiamo per fy yfx le funzioni trascenden- 

ti y i euì differenziali sona — , ^ , avremo Jy z=: fx ^ fm > e 
per quanto non sappiamo cosa sono le trasceodeiati di questa for- 
ma f— , conosciamo pero che una trascendente fy è eguale al- 

la somma delle due fx^fniy se fray,x>77Z siavi quest* equa- 
zione y = xm 9 cioè se la variabile di cai si compone k 
tFa;scendente fy , sia eguale al prodotto delle variabili delle qua-* 
li sono composte le altre due trascendenti. Queste trascendemti 
sono con^oscrute sotto il nome particolare di logaritmi » e dalla 
proprietà qui sopra enunciata ^ tutte le altre dipendono^ che già 
sono esposte nei Libri elementari di Analisi ^ 
Pia. /> Per riferire le cose dette alla Geometria: 9 sia ( Fig. ^ ) 

costruita sopra Y asse oz una curva OZ y tale che un qualun- 
que suo arco OZ corrispondente all' ascissa 02; = z sia rap- 
presentato da 

fviA-fCz'-ì-Ez^) = ^(*J- ^esta corra goderà della seguente 

raggnardevolissima proprietà ,i Preso a piacere un qualunque 
9) arco FG , da im punto ad arbitrio X si potrà sempre taglia. 
)) re nn altro arco XY i che esattamente sia egoale al primo «t 
infatti abbassate dai punti dati F , G le perpendicolari Ffi Gg t 
e rappresentate le ascisse corrispondenti per of=fì og = gi 
quindi abbassate le altre perpendicolari X*,Yy e fatte o» = 
jc, oy =s y , dovi a essere 
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(a) ..... ^iy) — P(«) =^ I'(ir) — F(/)- P^eso dunque 
ad arbitrio uà valore per a? , dovrem per y trovar quello che 
soddisfeccia ali* equazione ( a ) . Ora differenziando una tale e- 
onazione ed osservando che il secondo membro è una quantità 
costante data , si avrà d . Fy — d .P» = o , ed in conseguenza 

dy — i* : dunque il valore di v in « 

ci sarà dato dall' equazione (A) del §. 19S > cioè da 
4A« -h ( 8AE — aC* h- 2«') xy -*- ( 4AE -ì- aC» — G' — 
a' ) ( a?'. -4. / ) H- 4E<ia;'/ = o , ove a debbe determi- 
narsi in maniera, che quando a;=/sia> = ^: essa dunque 
sarà data dall' equazione 

(8AE - aC* ) /5^ -i- ( 4 AJE - C) (/*H- g^ -i- { 4A ^ 
aC(/*-f-5^')H-4E/V}«H.(af5r~/'-g'K = o. 

Determinando- la costj^nte col metodo del citato § , avremmo tro- 
vato addirittura . ^ 

(v(a-.c/h.e/.m-.V(a..c,h.E5m}' ^ 

Se pertanto daremo a piacere un certo valore ad a? , si trove- 

rà subito il valore di j', e l'arco XY sarà eguale all'arco FG.*V3 

Essendo 1* equazione del secondo grado , avrèm due valo- 
ri dell' y : uno che sarà al di là del punto a? , e 1' altro al 

di qua . « o • tt 

Rimando i miei Lettori ài Capitolo Sesto della Sezione II. , 

Tom. I. Calcolo Integrale d' Euler ; ed . al quarto Tomo della 

stessa Opera . ^ • 

§. 1 98. Air equazione = 

^ ■y =3 é* . , si può dare anche la forma 

semplicissima 

^ =s *^^ ■- , e essendo minore dell* unità . 



V(i— *•'*»«>*) ^{i-e'se»fn 
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f 

Qnest' nltima equazione è suscettibile di una elegaatissìma for- 
mala d' integrale completo , la juale .credo pi-ezzò d* opera 
assegnare . > 

locominciamo primier.a.meflte da mostrare come si possa h- 
re una tal trasforroarioac, e per questo ci basterà prendere in 
esame un «olo rocm Jl>i:o 4«I1* equazione |>ropofta.: aMtiasi .dnnqne 

V espressione differeojzkle .^—--^——- , ^e confiàderiaiùò i va- 

• * 

I) casi c6e xtasoono 4ai diversi fattori della quantità radicale . 

/. CofiO . jSupponjianio che i fattori di A .h- Ba?* h- Ca?* , sia- 
no immaginar) : potremo allora rappresentare quella quantità per 

V H- '^«/Bw'.cosf .-+■ i8*«*, » è p essendo posàtiri , e cos fl po- 
tendo p$sfij; positivo pe^ativo . Siccome nella formula 

V(**-*-a>^lv>x94^'xM ^* * P"^ ricevere tutti i valori possj. 
"bili positivi o negativi , perciò poniamo x = m tang w : quep 
sta posizione ci -dark fix «= m -^ » 

dx m4i$ 






J'acciamo ora m.5== y^|., ^ avremo 






4/(« 



Si ponga flu =5 ^^ « jsi avr| 
rfjf y_ ^* 

2^/3* ' ve I — tf'/^»^' ) 
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avendo fatto i-"=/£f vaa^ sentii* = e* . 

Avremmo danqne potato* supporre in principio 

a; s= \/ -^ . tang. -^ ^ » ma non si siurcfibe veduta la ragione di 

nna tale sopposizione. 

//. Caso. Sia A -f- Boc* ^ C«*==m^(i H-pV)(i-. 

^* a;* ) ; e siccome «- noa può» crescere al di )à -^ , porro» 

f 

mo perciò x = 4 <?o* ^j» e -r^~ = c*r avremo allora, fatte 
le opportune sostitozioniv dx =171 L sen pdp 



/ 






pV(2'H.p*-p'se«^'> 



= ---^-f v(i —e «en^ )> 
ed indicando q^ael radicale per R » 



B mp^ Vii — #**»*') 

Se si volesse che la trasformata fosse positiva > converreb- 
be fare cotp == \/ ( i — e* ) . fo^g; T , cic^ che dà «ibito 

a,» =: ^'--?!_, , e si avrebbe 

^ j^ rfT ^ 

///. Ca5o . Sia A -h Bo?» •+► C^»* =s »i'( 1 --fp*^* ) ( 1 H* 

??^* ) ; se supponiamo p > 3 > e facciamo « = i!ì?^, ^7^^ ' ^^ 

e* ^ si avrà 

rff _j jr d p 

/K Ca^o. Sia AH.Bjc'H-Ca?^ = m'(i f pV) (»'--s*)i 
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6 facendo a; = ^ , ^^ = e' , si otterrà 

d« _„ _£_ *5 

t 

f^ Caso. Sia A -*■ T3x^ ^ Cx* = m' ( i -pV)(i ^2'»')i 

e sapponendo i> > ? * p* .= «e/z^ , A s= <? , sj avrà 

■' f 

ir ■ «^ ' v(i— «•"•9*)'* 

Onesta formula servirà da 4; == o sino ad a; s= i- ; il ra»> 
^ p 

dicale R sarà immaginario da — sino ad — * ma torcerà reale 

da X- sino ^all' 00 . 
* ■ 

In quest* nltimo caso , bisogna scrivere R* = m*{p*x* — 

1 ) (^'a?' — I ) > e facendo qx =3 _i- , i. = e , la trasformata 
sarà — 77-^^^? ta- Se si vnole che ella sia positiva bisogne^ 

rà fare , come qui sopra » 

cof ^ 5= i^( I — e* ) . ifa/Eg- f , il che dà subito 

ap* «=5= ' ~'.^' *«/ - » 9 la trasformata diviene 

$ s=a — . — - — ^^ — rr: ♦ formula assolutamente simile alla pri- 

ma i d' ondfi segue c\m T integrale di —- quando a? = — , si de- 

dorrà sempre dal medesimo integrale « preso supponendo » < i-. 

VI. Caso . In&ae sia A -h Ba?* -j- Ca?* == zb* (a?' — ?' ) X 
( p* — x*)i allora « debb' essere compreso trap e q . Sia p > gr , 

e si faccia a?* «= f — j « e' scr t-iil. , la trasformata sarà 

ti* ^ I Jp 



R • • »f't^(t — e*stnp*)' 
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Dunque si potrà sempre con alcuna delle sostituzioni qui 
sopra praticate ridurre la differenziale 

^^-. — — — ad avere onesta forma 

^?^^ — r- , nella quale M indica un coefficiente costante oo- 

nosciuto > e e' una quantità minore dell' unità • Osserviamo frat- 
tanto 9 che eccettuato il primo caso y i valori di co* y i quali 

danno la riduzione cercata, sono «empre della forma filt^/^??!, 

ove i coefficienti sono costanti . Tf oi «ccettuiamo il primo caso , 
perchè la forma del valore di a; è un poco diversa» e per un'al- 
tra parte si può questo caso scansare , poiché "secondo ciò che 
si è detto al §. 153, possiam sempre avere due fattori reali, 
il cui prodotto eguagli la quantità sotto del radicale . Se per 
tanto avremo V equazione 

ViA^ré^c;^ = v(A-^B^fC>-) ' ^* P^''*'"'^ ^««"P'® «^sfor- 
mare in un'altra di questa forma 
__M^^ = Mf^t: , ovvero 



Ora .osserviamo che senp^ = — — f?i??; dunque sostituen- 
do , si avrà 

, . — -TT .= ; — . .. • ; e ponendo A invece 

di 1 — — > B invece di — > u per s>r , z per 2p , avremo 



(E) ...... . 



2 



V ( A -f B ^aj &) V ( A H- B fw « ) 

§. 199. L' equazione del §. 195 
Tom. III. 
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^ = ;^ si riduce dunque ali* equazione (E). Per integrare 

quest* ultima equazione > supponiamo che 2; ed zz siano funzio- 
ni di una terza variabile t y e tali elie sia 

(7.) (S) 

= I , ed avremo subito 



-K^ C A -i- Bxai z.) V ( A •+ B co/ # ) 



(^^)= v/(Ah-Bco52j), (^)== v^(Ah^Bcoszz). 

Quadriamo queste due equazioni , e prendendo i differen-- 
ziali primi e dividendoli per (y) > (— ) > avrema 



^/•Sn -O rlTlf 



Poniamo fìrattanto is H* w = ^p > ^ — fz = 25 j e sarà 
2;=pH*5> u =^ p — 5; quindi sommando e sottraendo le 
due precedenti eqtiazioni , avremo 

2(^^) = — -Rsenip H-9) — Bse/2(p — 9), 

2 (^^f ) = — B sera (p -ir 2 ) -t- B sen (p — q) t 

dalle qaali sì ricaverà 

a (^*^ ) == — B serap cos g , 2 (£j) == — B cospsen y . 

si vede subito che se moltiplichiamo la prima equazione per 
{él)dty la seconda per i^) de e le sommiamo insieme , avre- 
mo una equazione differenziale esatta, il cui integrale sarà 
2\ifl) (^) = — Bsenpseriq -i- a » essendo a una costante 

arbitraria . 

Per determinarla , supponiamo che a = o dia a = »i » ^- 

v:cmo in questo caso 

(^-p=V(A-^B), 
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dt 



(9,1 = i «7.^ -^ (|)> 



dUs 



(7.) = T<(S)-(S)>'^'""I"* 

5e/z /> 5e/2 ? = ( sen ^ )* = '""""^^^ ; di modo che avremo 
a = 3(^)(^)-4-B 5e;2jp sen 2 = 0: si avrà, dunque, sem- 
plicemente r equazione 

Quest' ultima equazione non contenendo costante arbitra- 
ria 9 dovrà coincidere o .esser compresa neir equazioni 

(g) = -/(ArhBcosi^), (g)=:^/(A H- Bco5;5), da 

cui siamo partiti ; infetti ^avendosi 

«('^) (f,) = T<(g)" - (S)">> «^ sosrimiamo per (g) e 

(~) i respettivi valori ^ avremo 

2(^)(^)=^( C05 z — cos u).y ^ questo secondo membro 

si riduce a — l^senpsenqy sostituendovi per z e per u i lo- 
ro valori in p e g . 

Dividiamo frattanto per questa equazione differenziale del 
primo ordine , le due del secondo , che abbiam trovate supe- 
riormente , e si avrà 

Ora di queste due ultime equazioni , moltiplicando la pri- 
ma per (^)c?f , e la seconda per (j) dt^ ed integrando si avrà 
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l{j^) = Isenq -I- la^ ^^S^ ^^ Isenp ^i^lb^ ovvero pas» 
sando dai logaritmi ai numeri ^ 

(^) = asenoy (-f) = bsenpy a^h essendo due costanti 

arbitrarie y che si determinerauna per le condizioni superiori , 
ed otterrema 

VCA-^RfO/wr ì -4-V(A-4.B> ^ v'(A H- B^f^i^m) — VC A-+- B) 
€L = ■ %. ih = — r . 

a. a. 

Se in quelle due ultime equazioni integrali ottenute facciamo 
a(g) = (l^)H-(g)Wv/(A-*^Bcosz)^V(A^Bco5i^), 

^{'i) = (^*) ~(g) = \/(A-^Bco^z)-v'(A^Bco*i.), 

avremo 

v^ ( A H- B C05 2; ) H- v' ( A- H* B C0& i/; ) = ^asen 



»— 



V ( A H- B. C0& s) — \/(A-^B C05 1/ ) = 26 5e;2 - 



ciascun 



a 

ciascuna delle <^uali rappresenterà T integrale completo della: 
proposta . 

Siccome i valori di a e £r contengono T indetermfnata niy 
un di questi valori potrà esser riguardato anche come un'in- 
determinata in particolare : cosi considerando separatamente cia- 
scuna di queste equazioni » potrà riguardarsi a ovvero b co- 
me costante arbitrari»;, ma se volesse farsi una combinazione 
qualunque di quest* equazioni ,. converrebbe adoprare i valori 
di a e di ò , trovati qui sopra ^ e vi sarebbe allora la sola 
costante m . Si può anche trovare 1* integrale dell' equazione 
proposta y scevro dai radicali , per mezzo delle due equazioni 
ottenute 

( ^ ) = a sen qy ( ^)= & stnp : infatti divìdendole V una per 

/ 

r altra ^ avremo 
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6 senp (^)dt s» a sen 5 ( ^) dt.: V integrale dì quest* ultima 

dp dt 

equazione è bcosp == acosq H* Cr cssenda e la nuova co- 
stante arbitraria che dovrà determinarsi , come abbiam sopra in- 

segnato . Cosi facendo iz = o» 2;=77r,, p = g = — i si avrà 



e = ( 6 — a) cos ^ = 



m 
sen — 

a: 



Sostituendo ora ì valori di a^fà^c^ e quei di j> e 5 neirc- 
quazione b coi^p = a cos q -^c y e facendo le opportune ri* 
tjuzioni^ essa prenderà questa forma semplicissima 

^ u ft. «^^ » v^ ( A-4- Brtfi-f») ^_^ m -.t,-, cara 

cos^~ .cos^^ ^^^ T T ^ vTa^mì )~ cos — j che sarà 

r integrale completa dell* equazione 

^ — r -^ ^ contenendo la costante arbitra- 



ria — . 

2: 



Ix integrale che abbìam trovato y possiam considerarlo ap- 
partenere ad un triangola sferico » i cui lati siano -| , -^ ^ ^ ; 

imperocché la trìgonomerria sferica ci insegna » che se per P , 
Q , R indichiamo i tre lati di na triangolo sferico >. e per p , 
2 , r i tre angoli opposti , è sempre; 

«e/2 P . sen Q . cos r *^ cos^^ . cos Q = cos R ; cosi prendendo 
'' ± , i^ , ^ per quei tre lati , sarà -%x !j"^ ^^ ^0^^°° ^^^^' ^°' 
golo opposto al lato — . 

Questo coseno è il valore di ( ^ ) > quando si fa w = o , 
&=ì m; così quest* angolo sarà costante quando lo è il la- 
to — » mentre che i due altri variano . 

§ aoo. Riprendiamo V equazione 
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Àz du 



„ , ,- , „ — r^ e supponiamo che fu sia V inte- 

V{A-+- Bc(?/«) V(AH-Bfoxi^)^ ^^ -^ 

graie di —--—^ -• e fz quello di ^^^ ^^^ r ; avremo ai- 
fi» V l A H- B CAX tf ) *^ ^ V ( A H- B r(?j a ) 



lora quest' equazione integrale fz == yV/ rH ^ > essendo a la 
costante arbitraria . 

Questa equazione dovrà combinare con quella da noi tro^ 
vata al §. antecedente , ove 77^ è la costante arbitraria ; per con- 
seguenza la sua costante arbitraria a dovrà essere una funzio* 
ne della m . Sìa dunque a == Ym > ed avremo fz = fu -+• 
F/7Z : ma wz è il valore di z quando i^ = o ; dunque ^ suppo- 
nendo per maggior semplicità che la fu debba annullarsi quan* 
do M = o > si avrà F/n =-fm ; T integrale dunque sarà fz == 
/"z^ ^fm cui soddisfa la relazione seguente algebraica 

sen ^.sen^.Vi^^^^-) h- cq5-^co5Ì^ = cosi?.: così quan- 

a a ^AH-B'aa a ^ 

tunque non si possa trovare la forma algebraica delle funzioni 
fz > fu ^fm y si può sempre avere una relazione algebraica tra 
le tre quantità iz , 2; > 772 , che renda fz ^=fu ^ fm . 

Si potea giungere a questo risultato ancora con la sempli- 
ce considerazione dell' iategrale algebraico . 

Contenendo esso una general proprietà di qualunque trian- 
golo sferico tra i tre suoi lati e V angolo opposto ad uno di 
essi , le tre quantità z ^u '^m saran tra loro permutabili ; nell' e- 
quazione dunque fz =^fu H* ^m , dovrà Fot esser tale che 
quelle variabili possano tra loro permutarsi , ciò die non ac- 
caderà se non è Fot =2 fm . 

Rapporto alle f unzioni fz j, fu j fm hanno luogo le stesse 
considerazioni da noi fatte qui sopra ( 196 , 197 ) . 

Osserviamo ora che gè V equazione proposta stata fosse 

-r7-^% : = . "^1 : > avremmo trovato quest' inte- 

'^{A'+Bcosz) /s/(A-+B.rwii) ' ^ 

graie completo 

cos ±cosJL ^ scn ^ sen ± ^/r^-ltA^ff^) = cos ^, e Y equa- 

22 2 3^ A-+B ^ 2 * 

zione simbolica esprimente V integrale completo , sarebbe stata 
f^ ^ -- fu H- fm . 
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Cosi proposta V equazione 



ii& dm 



é^ (AH-Bcosz) V l A -f- B ra* » ) 



o > il SUO integrale sarà 



cos ^cos^^ sen ^sen^\^( ^/ ^^^) = cos ^ , ove ra espri- 

2 2 « *^A-t-B ^ * 

me la costante cui è eguale z^ quando u ^=^ o^^ 
U equazione differenziale 

^'^ -= o > ci veniva dall' equazione 





da 


V ( A H- B r«/ « ) 


(§• 


198) 




dp 



V(AH-Bc^/tf) 



^ 



^ — -* =? o > allorché dopo avere pò- 
Sto m qnest ultima — ~ e — invece di sen p x 

sen ^* 1 si faceva A=i — — ,B = — > e sostituivansi u a 

2Y , e 2; a 2<p • 

Se dunqne nell' integrale qui sopra trovato per la prima 
equazione ^ faremo inversamente queste costituzioni > otterremo 
r integrale dell' altra equazione 

^^ =F ^ = o così espresso 

cosp.cosr^ senp.senr .V{i — y ^ ^-—^ )= cos^ : 



ora supponendo che"^ ^ = (a quando Y =r o, si ha Qjx == ot > 
e perciò Y integrale prenderà -questa semplicissima ed elegantis- 
sima forma 

(E) . . . . cos (p C05 T =fc sen p sen T . \/ ( i - e' sen /a^ ) = co5 f* . 

Consideriamo i segni inferiori, e Y equazione (E), quando sia- 
no cognite le quantità ^ , Y > ci darà sempre il valore di f* , 
che renda ffi =z fp ^ /"¥ , cioè la trascendente /f* eguale al- 
la somma di due simili trascendenti fp ^fv . 
Se noi facciamo ip =3 y , avremo 

(e) .... co^ 9* — senpWi i — e" sen fi") z=^C0SfA^ ovvero 
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sen ^* ^ I H- V ( I ~ c^ sen ;** ) ^ = i — cos fi , la quale , co- 
nosciuto ^, ci darà per ^^t» no tal valore da rendere /)* =i Q,fp^ 
e viceversa conosciuto f* , ci darà quel valore di p , che fa 

Io non entro in dettagli particolari sopra la maniera di 
trovare i valori di ^ > i' ^ /* . 

§ 201. Al §. 1^3. trattando dell' integazione della formu- 
la dìtìferenziaje 

— ?^__- —^ nella quale P è una funzione razio- 

naie di oc , veduto abbiamo che essa si può sempre far dipen- 
dere da queste tre formule 

^ ' ^ J yiAH-Bjp»-*-Cjr*) ' ^ ^ ^ J y(AH-B*»H-Cjr*) ^ 

(q) /V-; , , , "^^ ^ , — ;r-rr> ^^ abbiamo anche asse- 

guati i casi pei quali quest* integrali dipendono dalla rettifica- 
zione delle due curve di secoudo ordine Ellisse ed Iperbola . 

Facciamo ulteriori considerazioni sopra i trascendenti , i 
quali rappriesentano simili integrali.. 

La formula y^-—-^-^^-j-^— si riduce sempre (198) a 
qucst* altra /*--; — 5^^ — r- , fiella quale M è un coefficiente co- 
stante , facendo «' == *' "*• /? _£i»^ ^ g determinando opportunamen- 

te 16 , |3 » ^ » y • 

Usiamo di questa medesima sostituzione snelle altre due for- 
mule per vedere a cosa esse si riducono. 

La seconda diviene ri±^^^ . __i^.__ , e la terza 
C 5*^5 ; quindi queste due prendono in 

generale la forma 
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/f ^'^ • vTT^^=^ • O" se ia questa formul» fosse e = o, 
essa prenderebbe allora la forma 
/( L -f. N ^en p" ) ^^^-Jì^^—- : così le tre formule integrali 

(0»(a)»(3) si ponno sempre trasformare in alcuna di que- 
ste altre tre 

(I) ...... r Z^. 



sen p* ) 



(HI) . , . . , .fh^.^£^.^^^^^.^_.^. a tutte o ad alconc di 

queste tre integrazioni è dunque sempre riducibile l' integrazio- 
ne .della differenziale I^ 

Agli integrali di queste tre formule il Sig. Adriano Le- 
Gendre ha dato il nome di Trascéndenti ElUttìche , e si è 
. occupato , più di .qualunque altro , nell' -esaminar la natnra , 
ed assegnare la proprietà di queste funzioni (a). Trascenden- 
ti .della prima specie sono le espresse dalla formula (I), del- 
la seconda quelle espresse dalla ,(II), «d in fine della terza 
specie quelle .della formula ( ITI ) . 

Indichiamo per F(?)) le trascendenti della seconda specie, 
.di modo .che sia 

Supponiamo che gli archi ^ , y abbiano tra loro la re- 
lazione 

Tom. in. X 



(a) Memoìre sur Us Tras^tndtntes ElUptìques par Adrien Le-Gendre 
An, II. de la Repuhlique „. 



Il 
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(E) . . , , QQS(pcosT — senp.sen'^Vi i — c^ seriis.^) = cosin^ 
la quale conduce a quest' equazione differenziale 

(e) . - . • -pr. — "^ ^ ., H- ,,, "^ — ^sr;^= o: noi avremo allora 

E(^) H' F(Y) = f^llULÈL^»:^ dp -f. Cosf. Onde ottenere 

r integrale dì questo secondo membro > differenziamo T equazio^ 
ne (E)) e si avrà 

— dp sen q> cos Y — dv cos (p sen Y = d{sen p seri ^ ) . V ( i — 

^ e* sen il ) , che quadrando e riducendo , diviene 

{d{ sen (p sen ^ ) V — {j^P • ^^ <f> cos'V h* dif . co5 p sen Y V =s 

e' 56/2 ft* -^tìf ( 5e/z p sen 'f)j% 
(cos^'se/2Y* — sen<p'cos'V'')dp* --{^ { sen p' cos V' — cosp*x 



5e«Y*)ciT' = ó'senfi* {^d{sen<psea'¥)y*. 

Se ora poniamo i — sen Y* per cos Y* nel coefficiente di 
dp^ i ed t — senp^ per cos ^* in quello di dY*, e moltipli-. 
chiamo tutta^ I' equazione per e* , avremo 

e* ( «e» ir* -- «e/t ^' ) <ip* H- e' ( sen p* — sen T' ) cfy* = 
c*«e/2j»* f d(sen4>5enY)J* , T equazione (e)i toltine i 
denominatori e quadrata > ci dk 

( 1 — e* sen Y' ) d^' -h 2dp-. dY . V ( i — e' «e/z Y' ) v ( i — 
c'5c/2^') -i- e * — c'senp'yd'r = oche aggiunta alT ul- 
tima, qnì sopra ottenuta, ci conduce ad nn*^ altra equazione, dal- 
la quale estraendo la radice , si trova 

lo) .... dp. Vii — c*5en?)*)H-d^V(i — c'^e/iY') = 
e* 5672 /* . d ( sen p sen y ) , 

Se il vabre di dY ricavatQ diali* equazione (e) si sosti- 
tuisce nella (ò) , si avrà 



\ 
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{teiii>*-ten-9*)dp — ^^^ j / g^^ p ^^^ Y ) j ma abbiam trova- 

to sopra 

F(^) ^ F(T) :=f^l^^ndp H- Ca*f.i dunque 

F(^) -4- F (^) 5= — N «C/2 j* 56/2 <f> . 5e/2 T H- 0)8t. 

Per determinare la costante , rammentiamoci che T dee di- 
venire = fi. quando ^ ?= o ; dunque Co^. = F^/a); si avrà 
pertanto 

^(^)h- F(y) = F(j*) — N 5e/2/* se/2 ^ «e/2 Y.. 

La somma dunque di due trascendenti di secondo •er-dine 
rè sempre ^eguatle ad una simile trascendente F ( jx ) diminuita 
della quantità algebraica B sen fi, sen (f> sen Y . 

D^ti dunque due 2^rchi ^ , Y , se ne potrà y per mezzo dcll*c- 
,qnazione (E), trovare uno ii tale die la somma delle due tra- 
scendenti F(^), F(y) differisca dalla trascendente IS {p) ùì 
uqa quantità algebraica . 

E' inutile a trattenersi neli' esaminare le conseguenze «- 
sultanti dal fare le due quantità ^ , Y eguali trja loro ^ poiché 
ciò è facilissimo > se ayrassì beo presente quanto è stato det- 
to qui sopra • 

§. 202. Venianio alle trascendenti .della terza specie : sia 
^upque 

^^ ^ J i-ì-msenp^ y (l — ^»iri»<>») ^ 

fl(T) = f^^^^^^^^ . ,, ^ ^., , ed avremo 



/ 



che si riduce a 

H(^) H- H( Y) = r (ìi-'LnYtenp--sen-V*Mp allorchè SÌ 
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faccia 

— — ^ — -rr = 777—^ Tv » ovvero allorché si supponga 

tra ^ e Y la relazione contenuta (aoi) nell* equazione (E). 
Ora in qnesta stessa ipotesi abbìam trovato 

Of np--*e0r-)dp ^^ serti,.. d(senpsen^) ; dunque 

/»-(N-L«)rf^.^ facendo per abbreviare n = ^ctz «i' h- 

se/2 Y* , g = «en^ «e« T . 

Per ottenere quest* ultimo integrale, cerchiamo il valore 
di -p dato per ^ . Xx equazione ( £ ) ci dà 

cos p cos Y == cos [A -+. sen p san Y . v^ ( t — e* sen /*' ) , il cui 

quadrato è ' , 

cos p* cos Y* = cos jA Hr 2 cos fi sen p sen "F . V' ( i — e' sen j*' ) -*- 

5672 ^* . sen "¥'{1 — e* sen /** ) : ma 
eos p* cos Y' = I — ( sen p* -h sen ^r' ) -f- 5en ^* . sen y* = 

I — p •{. g* ; dunque 

6 quindi 
p =2= I — co* jx* — aqcosjj^y/ (i — c^sen /a* ) H- J* e* sen /a*; 
sostituendo questo valore dì p si avrà per tanto 

H r<» w H r Y') = r iL»-n)jft t^ _i. cost. 

Al denomioatorc di quest* ultima frazione diamo la forma a 

bq H- cq* > ed avremo 

Hf 0Ì -I- Hr^ì = f-" "-If ^ ^ ^^ ^ Cost. Ora determinando 

la costante ja maniera che quando ^ = o , sia f = ^ , e snp- • 
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ponendo che V integrale cominci quando ^ s= o > avremo 



Quest' ultimo integrale dipendè da archi di circolo e loga- 
ritmi : concladeremo donq^ue che date due trascendenti della ter- 
za specie H(*^), H(T), si potrà sempre trovare nn^ altra si- 
mile trascendente H(ft)^ che differisca dalla somma di quelle 
di una quantità dipendente dai logaritmi o dal circolo • 

11 valore di /a ci sarà dato dalF equazione (E) . 

L' equazione {b) trovata qui sopra (20f ) ci dà 

sen p sén Y h» Cosi. Ora questi due integrali rappresenta- 
no (§. 160 ) due archi di Ellisse contati dall* estremità dell' as- 
se minore e corrispondenti a due archi di un circolo fatto so- 
pra Tasse maggiore; se dunque indichiamo per F(^), F(f) 
questi due archi ellittici , avremo per le cose dette di sopra , 

F(^) -i. F(Y) = F(/*) -j.c'«e/2/*5e;2^5e/zr, e la relazio- 
ne tra i tre archi ^ , Y , /* corrispondenti ai tre archi Ellittici 
F(^), F(y), yC/*)» ci è data al solito dall'equazione (E). 
Se noi faccfamo Y =: p ^ avremo 

F(^) — — F(fA) = 1.C* sen /* sen ^* , e la relazione tra p 
e {i sarà 

Co& p* — sen p* \/ ( i — c^sen t^) =^ cos juc ; concluderemo dun- 
que che presi due archi di circolo ^ 9 f^ > i quali abbiano la 
qui assegnata relazione > corrisponderanno essi a due archi EU 

lictici P(^)> — E(ft)t che differiranno tra loro di una quan- 

tità algebraica determinata . 

In generale se si volessero trovare due archi Ellittici che 
avessero la differenza espressa per una quantità algebraica o 
assegnabile in linea retta , presi a piacere due archi circolari — . 
DZ , DI eguali a (f> , Y , si determirebbe Inarco DR = ja per * ^S- *• 
mezzo dell'equazione (E), e la differenza tra i due archi El- 
littici BM ) KN y sarebbe assegnabile in linea retta : infatti es- 



l66 MATEMATICA SUBLIME 

p.^^ seadoBM: = F(<p), BK==P(y), BN = F(,*), si ha " 

F(^)H-F(T)_ F(4»)=.c\w/2|*5e/2^se72Y, e quindi 
BM — ( BN ^ BK ) = e' se/2 f*' sen<f>sen r . 

Se si facesse /» eguale al quarto della circonferenza del cii> 
colo = DIA , avremmo tra ^ e Y questa relazione 

cos ^ cos T — scA?.^.. «r/z t' V ( I -_ e' ) = p , da cui si avrà 
cot <p = ffmg^ . y ( I — e'); 

e* sen^sen <psenr == ''/'"V^'^^. t e però 

BM — ( BA - BK ) = -T^lf^t^l^ : quest* equazione , la qua- 
le contieqe il Teorema del Conte Fagnani, ricade in quella del 
§. i6i. 

Per più estese Teorìe io questo genera', si legga la sopra 
citata Memoria di Le-Geadre, e la terza Sezione dell'Opera 
dei Geometra Ferroni „ De Calculo Integralium exercitatiQ 
Mathematica >, pubblicata in Firenze pi^esso PietrQ Allegria 
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C A R Vili. 

Continuazione delle TeorLe 
spiegate nel Capitolo precedente . 



%' 303. -rjRcndiamo a considerare quelle equazioni dif- 
XT ferenziali, nelle quali, indicando (£) perp, 

si trova p elevato a potenze madori dell' unità . 
Sia proposta T equazione diflèrenziale 

{fi.^ ^ « ( — )* H-/3(^)-f-*=o nella quale » , /3 , i" rappre- 

•^iflF sViw •^iw 

sentano delle funzioni date di a? ed y . 

Risoluta quest'equazione per rapporto a (^), sianole su© 

tre radici (^)=30, =r, ==«; di modo che la nostra equa* 
zione possa anche rappresentarsi per 

tre equazioni 

(«!)__5=.o, (^) — r = o, (^) --5 = 0, integrata ci 

darà per y un valore , o in generale una relazione tra x ed yt 
che soddisfarà all' equazione differenziale proposta : si avranno 
in questa guisa tre integrali, ciascuno dei quali conterrà una 
costante arbitraria , introdotta dall' integrazione dell' equazione , 
da cui esso deriva . 

Se noi indichiamo per/(a? ,J' » a) = o,/'(a? iy , &) = o, 
/*' ( a: , ^ , e ) = o questi tre integrali completi , a,biC es- 
sendo le costanti arbitrarie, anche il loro prodotto 
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(A) . . . ./(a?,j',a)./'(a?,j^,6)./"(a;,j',c) = o sod- 
disfarà air equazione differenziale proposta , e rappresenterà an- 
che il di lei inte^le completo ; infatti differenziando quest' ul- 
tima equazione; (ed indicando per fif",f" jquelle funzioni, 
si avrà 

/•/" {(|r) '*• ( J^n^)} = o . ohe conterà h tre co- 
Stanti fli.ò ip . Ricavando di guì il valore di f ^ ) , si trova 

( ^ ) = -j? 75=^ — ■- ^f» ' se ora sostituiamo 

/'•/"(f)-^/-/"(|-)-^/./'(57) 

in quest* espi:essioAe uno qualunque dei tre valori di y dati 
dair equazione { A) , per esempio quello che^ ci è dato day*(,5c, 
^ , a ) = o , si ha .subito 

(g) = - -1-^^ = - %- ì « q°esfo calore di (1^ , 

combinato con Y equazione /*( » ^ J' > a ) = o , soddisfa .all' .c- 
quazione proposta . 

Per farne pn jj^empio , prendiamo ad integrarje V equazione 

^/ — Sg^dxdy .^ 6g'x\dx'" == p . 

Se poniamo ( ^ ) dx invece di ijLy ^ /d quindi dividiamo V e- 
qùazione per dpc* , avrjemp 
( ^ )' — f)gx ( ^) ^ 6^'flf' = o . X»e due radici di ^qnest* equa- 

zione sono (^) = ^gx ^ (^) = 3§"«> 'e qnaji danno 

jy == gx'^ ^ a^ y = ^^ H* 6 5 essendo a .e S due costanti 

arbitrarie ; V integrali dunque della proposta saranno 
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Isella stessa ;gDÌsa «essendo proposta Y equazione dy* — 
gr* dx* ^= o , si .comincerebbe a ridarla a :(^ )* — g* = o , e 
troveremmo ijnesti integrali 
j' — gx ^ a = ,o , jy -^- ^ar -j- ^= « » 
iy — .S^H- fi) (j'H-^^H-^) = o, nei quali <a,^ sono due 

«costanti arbitrarie . 

LoL più semplice riflessione ^opra ciò cbe detto abbiamo di 
tm* equa£Ìone difFer*enziale del primo ordine e di terzo gra- 
do > ci basterà yer -vedere «che può estendersi all' equazioni di 
^rado qualunque ; <^osi data V equazione di qualunque grado n^ 

i5e -per mezzo ideila risolnzione cieli' «equazioni potremo trovare 
le sue radici ) e queste /siano 

X^) = 5 > (.B) = ^» (^) = ^» t|) = t «e, xappresen. 
tando gli integrali di esse per . 

y' .( a? ^ j' > «) ^= o «e. ^ «saranno «quest^ ultime equazioni al- 
trettanti integrali della proposta^ cui sod^i^arà ancbe il |)rodotto 

f: ^204. Spesso ^^enza ricorret» alla risoluzione dell' -equcr- 
zioni ^ che il più delle volte non può eseguirsi \ ^i ottiene in 
certi casi particolari T integrazione . 

Rappresentando per jp la quantità {-i), supponiamo che si 
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abbia un* equazione tra a; e p . Nel caso che sia più facile de- 
terminare X per p che p per Xy si avrà la relazione tra x ed 
y in questa maniera . Sia a? =s P 9 indicando per P una funzio^ 
ne data di p > e differenziando si avrà 

dx = dx{^) (^) , ovvero dx = dP : ma 

dy =3 (p)dx =^pda^; dunque dy =p(fP, e di qui si ricava 

jl^ =ypd[P = pP — /Pdp : avremo pertanto a? = P, jr =pP — 

fPdp i cade le due variabili a; % j^ essendo date per una terza 
p y sì conosgerà la relazione che hanno tra loro per mezzo delFe- 
limina^ione della medesima p . Questa relazione sarà V integra- 
le completo della proposta % perche conterrà una costante arbi- 
traria portata dal segno d' integrazione -che ritrovasi nel valu- 
je di jr . 

Talvolta giova esprimere le due variabili x e p per una 
terza u ; onde più facilmente ottenete il cercato integrale . Co- 
sì se noi supponiamo d' aver A^vato « = U , p = V , essen- 
do IJ>V due funziotti ^elìa stessa variabile Uy avremo » dille- 

renziando rapporto ad uy (j^)du=s dx =s dU j e dy == 

pdx = VdU ; quindi y == /VdU : allora, le due variabili x » 
y saranno espresse per una terza U y dall' eliminazione della qua- 
le si avrà la relazione voluta . 

Per esempio y ridotta V equazione 
xdx -i- ady = ty/ ( dx* -i- dy ) alla forma 
X -^ (zp=s by/{ I ~». p' ) , si ha subito 
» = — éipH-iv'Ci -i-i>*) = P> doncjae 
jr = p {Sv/C I H-p') -^ ap} — iap' H. 6/cfpV'( I H-p'); 

e V integrale sarà il risultato dell' eliminazione di p . 

Neir equazione x^ ^p* :=si apx > faccio p ssuxt ed ho 
X H- u^x = au, G quindi 



X *= -i«_ , e p = -^^7 . Ora d* = ^^/l'",^^ <«dc 
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a;. == pd* == ^•-^';;=i*l^ , ed integrando 

•^ 6 ( I -+ •• ) 3 I -f »' 

Quando ia an' equazione differenziale tra ^ ^ ^ ^ e p =: 
(^^), le due variabili x^y compongono Io «esso numero di di- 
mensioni > o qnando le equazioni rapporto a queste variabili so* 
no omogenee , allora possiamo anche aver V integrale in que- 
sta guisa . 

Facciamo ^ = r/ac ; si manderà via la quantità x per mez- 
zo della divistone > e si avrà un'equazione tra le due quantità 
tt e /> > dalla quale porremo determinare V una per V altra • Or* 
€ssendo y =^ uoe si ha dy == iidx H- ^du > e quindi essendo 
dy = J^dx , sarà "pdx — ^ udx = xdu . Qucst* ultima equazione 

ci dà — = -~ > ed integrando Ix = f -—- » *^ ^^^^ ^^ ^^ 
sta maniera a? dato per u > giacché supponiamo d* aver sosti- 
tuito invece di p il suo valore in u % per cui —-- diviene u- 

na sola funzione di u. Trovato il valore di a?^ si avrà subito 
quello di y dato ancor esso iit z^ , e saranno in questa guisa 
le due variabili determinate per una terza 9 dall' eliminazione^ 
della quale ne risulterà l'Integrale completo. 

Quamìo fosse più facilmente, determinabile u per p che 

j> per u ) allora invece della &rmnla f-r^ > potrebbe ^doprar- 
sì la formula 

— Z(p — 2/)-i- /"-—- > che è ad essa eguale . Sia 1* equazio- 
ne omogenea 

ydx — xdy = nx V''( dx H- àj ) > ovvero 
^ — a7p==7i«?v^(i-l-pp)' Facendo y s= ux e dividendo 
per oT} si ba 



I7i& MATEMA^TtCA St7JILlM4^ 

M— •p=?572v/( i -i-j>p): ora essenda 
Ix =^ —^ HP -^ u) ^ /-^ ». avrema 



lx=^-'lnVii'i'PP } ^f^jft_ , quindi 

e passaoda dai logaritmi ai nameri et matasd» la forma deUai 
costante >. sarà 

« =3 '■ ^— 1 ' - ^ y ovvero 

V(Ht/>jP).(ì>-i-V(ih^^^))*: 
Hf =a a/(ì -»^ * ®^ ^"^ consegn^nra 

=. vcr^/>J) — ^ {i/c t H-pp )-- p} *i così le due va- 
cabili, «tjl' saranno» date per la terza p^. Se supponiamo ;2=s ti» 

■ < a 

avremo 

ic = ■ ,, ^^^v > > :^ •'rr-^^^ — ; > Quindi 



a; 



j'{i/(iH-pp>-p}=y{^— p}> 



« ' C-it ^„ (C-«)» .*»♦»_., .^ - ^^ (C-*) * c^ — 
P == -— > PP = ■ ^> > pp -t- 1 *= I Hr — p— » p — 

I H- ^^^fLl! , ed infine y* h« ^* = aC* . 

$. 305, Se noi rappresentiamo» per «^ la quantità fy/ ( da?* h* 
cfy*), e sia proposta un* equazione omogenea in x^y^s* ne 
Wterremo 1' integrale in questa guisa . Facciasi y = ux y «^ == 
vxy e per mezzo di una tal sostituzione potremo mandar via 
la K dall* equazione data , e resteranno solo le due variabili u » 
è V , delle quali una potrà sempre determinarsi per m^zzo dell' al* 
tra . Ora essendo 
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dj = pdxt ds = djc\/( i H*i>p) r avremo. 

pc?js = udx -^ osdu » (iaf V ( I H~ pp )= vdx. -i* «d v> e perciò» 

*? = -^ , ^ = ^^ — ^ , quindi 

Jl- = __ — ^- La quantità i? h data per m ;^ danqne se 

poùiama dvt = ^cfu % si avrà 

V( I -f-jpi>) = «•4*i>^--*5t^» e presi i qnadratì 

I -^ pp te= ( V — 2» )' -H- «pg» ( xr — jM } —hp^^*» d* onde si 

ricava 

• ^ - 

f (tt- f«) -+ ^/ <f («-?«)»- 1 -•- f» } 

p = T=r^ '-> « 

— « -4. V' -f ( tr - f » )• — t -»■ f JJ- 



f« 



\ • 



u = ^_ > ■ t sarà m ccMis^u^nza 

d» if|r(r — fg> 

— -= : — 5 e siccome ir e g so* 

no date per u » potremo perciò trovare ancbe » dato per la 
stessa variabile zz > ed in seguito esprimere la jf == ux per la 
medesima u^ 

Ora ^c2tt =s «sfv;; danqne avremo 



far = ^a — ?v/( I H- «• — V* ) — / 



I H- «* — r 



Essendo poi y =: uxy e quindi u cs i!l ^ se invéce di k po« 

aìaino questo valore t avremo la cercata relazione tra x ed j^; 
La quantità fV ( dx* -+ cfy' ) =? * rappresenta ( 8 1 ) un ar- 
co di curva corrispondente alle coordinate i«tangolo x^y: que- 
sta curva sarà ia conseguenza algebraìca > se potrà esprimersi 
r integrale 
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--— — . ■ per mezzo dei logaritmi. 

Prendiamo come esempio ^ V equazione 
s c=: ax ^ fiy t e facendo y ^s= ux ^ s =^ vx ^ sarà 



V := à '^ fiuf e ^ = (~)==/8> quindi v — yw ?= ^. Dunque 
ora qne^t' ultimo termixie integrale comporta le ridnzioni seguenti 



p' - « )V?^ 






«/3-V(«'H•^•-I)}{•(i3•-^I)-^-*/3-^v'(**-^/3«-l)J 



JL l \^JZ2\l:ì±^Z^p^-^^^ : avremo donane 

« T t/3»— I)«-4.oi/3H-y(»»-«-/3»-l) 

facciamo u = -^ » passiamo dai logaritmi ai numeri ^ e quadria- 
mo > avremo la ricercata equazione 

Indichiamo per P.e Q il nnmeiiaitore 9 denominatore d^ 
secondo membro > ed -avremo 

— .. = ^. ma 

I .) ;»• «s= ( |3' — I ) { ( «jc -f. ^^y — 5p' — y J ; dunque 
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^.^y^^(a^^0,_y ^ ^^ ^V / Il , ed in fin© 

Q* = a* ( I — ^* ) = Cost. , ovvero 
( ^« — I ) j^ H- ct^x -h « V ( «* H- P* — 1 ) = Co5f. 
Qaest* eqaazione appartiene alla linea retta . 

Per uà jecondo esempio sia s = ^ ^ e si avrà 

V == 7iu^ , e gr = ant^ , quindi i •+« —v =i-+M*-n'u'*, 

ix; — ^;ì = — nu : sarà daoqoe 

^ J I -4* #• — »* ir* 

tiuest'' nltrms. integrale non può aversi per mezzo dei logaritmi^ 
Infine se abbiasi ^ =ss5Lj|f* H^ nx^ , ovvero 

V =^V{u^^n), e gf = -_J__, sarò 

I H- i^* — ^* = I — ^5 ^ — 2^ = ^(J^ ' i) > « 
o* — I = ~*> : avremo dunque 

Za? = Za — Z\/( I — /i) — r^ f^^^T^'^ =^ là ^ 



5(^i? — Z ( 1^ H* V^ ( i^ H- ^) ) f «d w conseguenza 

n 



^/ 



IP— I 



* = / l±v:iiL±J!£fLl \ "" : tutte le volte che -^ è un nu- 

h \ J9 ^ » — I 

mero quadrato > V equazione tra x tà y sarà algebraica ( a ) . 
Sia «t/ -2- =3 m , ed avremo « a=3 -—— j sarà allora 






«* = y •^ -r-^ ^ cui soddisfarà V equazione algebraica 



(a) Le ^aantità che hanno un esponente irrazionale 1 ooae per ei em^ 
pio a chiaAinii iattrtrascendeìiti # 



\ 
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,-*'=6{jrH.v'(r-+^)>". 

§. 206. Talvolta si giunge air integrale completo di nn* c- 
qnazione differenziale del primo ordine per mezzo di nn arti- 
fizio che dipende dalla medesima difFerenzìazione • 

Se proposta nna fiqnjasione tra » , jr , a (?) ^^ dedurrà da 

essa in una maniera qualunque un'equazione diilerenziale del 
secondo ordine^ qu indi se con qualche artifizio poti*esi trovare 
va «equazione del primo ordine 9 che a quella del secondo sod- 
disfaccia 9 e che uel tempo stesso 'Contenga una costante arbi- 
traria .a f allora per mezzo della proposta e della ritrovata in 

fic ^y y (?) > a 9 eliminando ( ?)> «i avrà una relazione . tra x^ 

y e la costante arbitrari^ a ^ la quale sarà 1* integrale com- 
pleto della proposta medesima ; infatti tutte queste equazioni do- 
vendo sussistere nel tempo stesso, appartengono tutte all^ mede- 
sima relazione dì variabili* Alcuni fiseinpj jenderan pili chiara 
questa Teoiì^ . 

Sia r equajzioBe differenziale 

ydx — xdy ;= a \/ ( dx^ H- dy^ ) ; 5e in questa facciamo 
{^) == p i si hit ^ — J75C 5= xiy(( I H-JJ^): ora differenziamo 
quest' epilazione ^ ed avremo 
dy — j^dx •— xdp 5= —^ÉL^ : va dy != pdx ; dunque 

^ xdp = -7^''^, ovvero {'-jr^^ — r'- a?) dp = o. Quest' ul- 
tima equazione ci dà rfp == o , 

• • • ^ 

( 1 )..,., p = Cost' =^ C , { 2 ) . . , . . ,, -^^ — . — fl? = o. 

Se pertaoto eliminiamo p con la proposta equazione e con 
la (1)1 avremmo y = Co? H- ^ v' { J H- CO ) per rappresen- 
tarne r integrale completo . Se con la proposta avessimo com- 
-binata J': eqnazione ('^•) ^ avremmo trovata tra* x e jy la relazio- 
ne a* H^y = fl% la quale nqs. può, {epe.!; Jtw^o. «l! iuf«graje 
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completo» perchè non vi si trova una costante arbitiàm di nuo- 
vo . Per secondo esempio sia l' equazione da integrarsi . . 

O '^ <« — «)P) («'—«) -H (^ <-*-(« — »)p) (li — 

« ) = o : se noi nM>Itiplic{iiamo quest' equazione per dp , si avrà 
( j' -I- ( n — *p )/> ) ( w •— « ) 4> -*• (j' H^ (/» -* a? )p) ( a — 
x)dp =so, li C9Ì integrale è 

, 3e ora per mezzo di qnest* nltùna equazione e della pro- 
posta , eliminiamo p , ne avremo V integrale complejco irx x ty 
,e G . -Qnest' integrale sar^ 

y* =1 — ^iI!Lll^lLlLi:£Ì . Io fioe sìa 1* equazione 

( À H- B* -I- Ca?* ) <iy* == ( A H- By -*. C/ ) da?' » ovvero 
(AH-Ba;^Qr\)jp' = (A;-t.ByM-C/). , 

l^e npi differenziamo quest'equazione} si avrà 

( A -4- B^ ri- €!«?') . 2p4p H- < B Hr ^Ca? ) p'.<^8f :?= ^ B H* 

a C^ )iZy, ovvero 
( A H- Ba -i- Ca?*) . «dp ^^ ( Ph- ^C<o)p.c?« = ,(15«h*CIy)4«. 
facciamo ora dp = ^da; > ed avremo 
( A -fc- B« r+ C«?* ) j» gr rH ( B M»- 9>Cx )p 6= Bh- *Cjf, 
Differenziamo un' altra volta quest* equazione j, e sarà 
( A -f> Bac -^ G«* ) . 9,djq .^3(3-^ aCjc ) qdx H*> aCpd« ss 

aCpdx f e riducendo 

' ' 

{ A H- Bx H- Ca?* ) . id^ .^ 3 ^ B -ri- ad* ) qd« = o . 

Quest* ultima equazioiie ci dà , integrando e passando dai loga- 
ritmi ai nui^ri^ 
(?* ( A j-f. JBa? *^ G^\ y == • » essendo' /t una costante arbitraria . 

* 

Tom. Ili % 
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Sostìtniaiiio il valore che dà qnèst* equazione per o ) ia 
( A -^- Ba? -h Ca?' ) . aj H- ( B -i- ^Qx )p = ( B -i- aCp» ) , ed 
avremo 

lore di p con quello che ci dà Y equazione proposta > avremo 
(B H- 2Cy)V{A ^ Bx ^ Ca?*)±= (B H- 2Ca?)v(A -4- 

Bj^ H* Cy* ) = a« . Questa relazione sarà Y integrale com- 
pleto deir equazione 

^S^ ~ "^ VtA^B^ i^^)^ ^^ ^"^ quadrato è la proposta me- 

desima . , 

In generale» per dirigersi in qualche modo in questa ri- 
cerca > data un* equazione tra x ^y e p = (-^ ) » si ricaverà da 

lei il valore di ^ , e si avrà per esso una funzione in x e p i 
cioè y =s p{x,p): in seguito differenziando, e ponendo pdoQ 
invece di dp , troveremo 

pdx = i^) dx ^ (^) dp y ovvero 
(P - (£)) dx = (g) dp , ovvero 

(p) {^) =p — (— ): tutte le volte dunque che potremo in- 

, tegrare. quest' ultima equazione { che è del primo ordine e del 
primo grado ) > o trovare una relazione tra x e p^ che ad es- 
sa soddisfaccia e contenga una- costante arbitraria i allora per 
mezzo di quest^ equazione e della proposta , eliminando p » tro- 
veremo la dimandata relazione tra x ed y . 

Non mi trattengo ad esaminare in quali casi particolari ciò 
possa accadere. 

Per farne un esempio » sia Y equazione 

3 * 

ydx ~ xdy z=s a v{dx^ ^dy^)^ ovvero 
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s 
y .^px.,=:s ^y'( I H-i>M> e quindi 

3 
j^ 5?;=: pa? H* 4it V ( j •+ p' ) . DiiFercnziando 9 si avrà 

{X H- -3 — — — \<^P =^0^ alla quale soddisfa 



A) = o , p = Co5^ =iCy òvvjero jc h- -5 — — — = o . 

là .equazione p == G combinata con la proposta 9 ci dà V ime- 

3 
^rale completo y = Cjjc H-aVCiH-C). 

§. 207. 'Un' equazione differenziale del primo ordine con- 
siderata rapporto alia Geometria > contiene sempre la relazione 
tra xiQa tangente ^e le coordinate di una curva . Infatti la quan- 
tità p = ( ^ ) «sprime ^ 79 ) sempre la tangente dell' angolo 1 

.che la tangente condotta al punto della curva > cui corrispon- 
dono le coord[inate x.^y ^ fa .con 1' asse 9 ed un' equazione del 
primo ordine contien sempre le quantità x ^y e p . 

Una tale equazione pertanto dà ii valore della suddetta 
:tangent6 espresso per mezi^o delle €0oi*dinate della curva . 
'E siccome la tangente ^ la suttangente y la normale e la 
^unnormale appartenenti ad un punto in .ana curva 9 sono co^ 

nosciute quando h ^conosciuto il valqre di (^) » quindi è che 

data un' equazione differenziale del primo ordine 9 si potranno 
^avere i valori di queste linee espressi in a? ed j^ ^ col sostitui- 
re nelle formule che le rappresentano /invece dì (^) il valo- 
re che si ricava dalf equazione differenziale: bisognerebbe poi. 
sapere la relazione che passa tra a? ed j^ , onde avere le espres- 
sioni della tangente ec. 9 solo date per x . 

Quando la curva è conosciuta per mezzo di un' equazio- 
ne tra X y y ed un parametro costante a , per esempio 

P{x ^y ^a) === .0 I per mezzo del Calcolo Differenziale si pas- 
sa da questa cognizione a quella delle quantità tangente y sut- 
tangente I normale e suo normale appartenenti ad un qualun- 



/ 
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que punto della curva : e viceversa quando si conoscerà Y e* 
spressione di una di queste linee y cioè quan(U> . sarà data una 
fanziane jf( 07 9j^ ) di or e dì y che eguagli la detta lineai ed 
iu generale quando ricercheremo una curva per mezzo di qual« 
ohe proprietà che appactenga a quantità espresse per x ^ y o 

jp=5(^), per trovare T equazione di quella curva adoprar 

converrà il Calcolo Integrale ; V equazion data infatti sarà una 
differenziale del primo ordine , dalla quale si dee ricavare la 
relazione tra le coordinate Xyy^ che rappresenti la curva 9 cut 
conveniva la data tangente , o suttang^nte ec. Per questo, moti- 
vo i primi Coltivatori del Calcolo. Differenziai^ ed Integrale ^ 
han chiamato Metodo, diretto delle Tangenti il Di&renziale \ 
e Metodo inversQ delle Tangenti Y Integrarle . 

Data un^ equazione tra le due coordinate x y y ed un pa^ 
ran!»€tra costante a, per esempio (p {x ^y ^a) =^0 possiate sen^ 
pre da essa dedurne uu^ altra tra le stesse Xry e h quantità 

p =s (^)> ^Qza che vi si ritrovi alcuna traccia di quella co- 
stante : concluderemo pertanto che la proprietà geometrica con-» 
tenuta in una tale equazione differeuziale > è affatto ìndipendeor 
te da quel parametro > o è la stessa , qualunque valore egli 
abbia : dunque quella proprietà geometrica appartiene a tutta la 
famiglia di curve espressa dair equazione ^ ( or >^ , a )= o . 

Io chiamo Famiglia di Curve queir immenso numero dà 
curve che si ponno avere dall' equazione f> (^x ^y ya), = o^ 
dando ad a tutti i valori che a noi piace. 

Jo generale trovato per (^) tiQ valore che appartenga a 

tutte le curve conteniite in uoa data famiglia > potremo eguale 
mente avere dei rapporti tra le linee tangente $ suttangente > 
normale e sunnormale^ e le coordinate x^y y i quali non solo 
convengano alla curva particolare dalla quale si sono dedotti y 
zna nel tempo stesso a tutte le altre infinite curve delh stessa 
famiglia . Così Y equazione differenziale che contiene uno di que- 
sti j*apporti 9 non rappresenta all' occhid del Geometra una sola 
curva individuale , ma Qua famìglia di infinite curve y per cia- 
scuna delle quali quelT equazione ha luogo ì ed ecco spiegato 
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ciò che ho promesso ( Gap. II. ) di mostrare cioè j come le »- 
Guaziom difFèrenzi^Ii soaa infinitamente più generali di quelle 
da cui sono state dedotte ^ 

Per esempio V equazione jf* =» iiax — «* ci rappresenta 
un circolo > ed individualmente quello che ha per raggio a . Se 
per mezzo della differenzi aziono eliminiamjO questa raggio > a- 

▼remo V equazione differenziale f" — a?* =5 Qiy<x{^) . Di qui 

s 

si ricava ^ (-^) s= llllllIiZiLi : il prifBO i»embro> rappj^escnta 

la sunnormale ; dunque cooctudereno che qualunque sia il rag* 
gio di un circolo 9 la sunnormale è sempre la quarta proporzio- 
nale dopo i tre termini ^x,:y ^^ qq :: y — x: sunnormale . 
Questa proprietà che si può ritrovare anche per mezzo del- 
la semplice Geometria , appartiene alia famiglia dei eircoU ; co- 
sì mentre T equazione j* = aaa? -»- a?* > sola dipinge alla no- 

stra mente tua circolo che ha per raggio a > quella ^(^)=s 
(jr-f- jg)(j2:jir) ^ ce ne rappresenta uno qualunque . 

Prendiamo a risolvere ^ bu Problema ^ ì dati del quale con* 
ducono ad una equazione differenziale che bisc^na integrare pec 
avere la curva che in quello si ricerca -^ 

Supponiamo che un corpo^ grave liberamente cadendo per ..« 
una data altezza AL = a 9 ( Fig. 4 ) debba in A incontrare p* J* 
una curva tale > che scoi:rendo nella sua concavità ABG,riI '^' ^* 
tempo impiegato nel descrivere qualunque arco AB > stia alla 
lunghezza della corda corrispondente AB nella ragion costane 
te del tempo per AL alla medesima attezzsr AL. 

Chiamando AV^x^ FB^^ji sarà corda AB = A/(^*-f jy*)* 

La velocità del corpo in B è proporzionale alla radice deir al« 

. tezza a H* J^; cosi indicando per v questa velocità > sarà v = 

V {d ^^y) ^ Secondo ciò che noi adiamo detto ( 92 ) 9 si ha 

V = ( £ ) > rappresentando per « V arco AB , e per * il ten^ 

pò impilato per V arco stesso AB : ora se noi consideriamo 
set come funzioni di jt> avremo la velocità v ::p=(^):( — ), 
da cui si rìcava 
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Siccome nel moto uniformemente accelerato le velocità so« 

no proporzionali ai tempi, avremo perciò espresso da \/ a il 

^®' **' tempo impiegato ^ ^^scrjyere AL » ed ij rapporto tra questo 

tempo e lo stesso spazio , sarà 5^ = -i- . 

K equazione dnnqne da cai dipende il Problema » sarà 
55~AÌ==:^' ovvero V^.f =5 v^(«* H- /) , 

Differenziamo qnest' equazione » ed avremo 

— . / . — ^ — 4, = —— - — --- , che è un equazione difFercn- 

zìale del primo ordinp del secoado grado • Se noi facciamo 
($) = jp e quadri*niO| togliendo in seguito i denominatori e 
xidacendo > otterremo Y equazione 

la radice della quale è 

(xp — y )y/a = ( « -h Jp ) Vj' > che diviene 

( xdy — ydx ) V a = ( xdx -f- ydy ) y/y , avendovi riposto 

. (^) per p.y e tutta in seguito inoltiplicata per dx . 
Per integrare quest* ultima equazione 9 si faccigi 
jr c= « , a; c^ $vlflz:«ll e sì trasforma in ^ = , .f^f >, , 

nella quale le variabili sono separate , ed il di lei integrale di- 
pende perciò dalle quadrature . 

Quésto Problema h quello della curva isocrona paracpUtr^ 
ca , proposto da Iieibnìz ai Gartesiaui uel 1 6Bp- 
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§. 208. Fin ora abbiam parlato d' equazioni differenziali del 
primo oidine j passiamo a quelle degli ordini superiori : e pri- 
mieramente osserveremo che un'equazione differenziale del secoli- 

do ordine è in generale una relazione tra ^ a; , jf , ij^) >i^)i 

quindi potrem rappresentare una tale equazione per la formula 

Quest* equazione avrà due integrali completi del primo or- 
dime ) ciascuno dei quali conterrà una costante arbitraria > V in- 
tegrale finito completo debbo coutenerne due . 

Incominciando dai casi più semplici per andare ai più coa>- 
posti I supponiamo che Y equazione di^erenziale non contenga 
la variabile y > sia cioè 

'''C**^^^* ^0^) ^^ ^' ^® ^* questa ricaviamo il valore di 
(^) , avremo 

(B) ==/(«^'(g))- Ora facendo (f > =p, si trova 
(£) =/(«^»P)» ovvero (£)cfa? = £?«/(«, p) = dp;dun. 

que rappresentando per ^ la funzione ^( ^ ?p) > sì avrà Qdp :=> 

dx y esseqdo P vQ funzioni conosciute di x, e di p ; T in« 
tegrazione pertanto delF equa^one di secondo ordine 

( ^^ ) == jf ( ^ , ( ^ ) ) , sarà ridotta a quella di nn' equazione 

differenziale del primo ordine e del primo grado Qdfp == Ptf« 
tra le due variabili a? > p . L' integrale di quest' ultima dipende 
dalle cose dette di sopra : quest' integrale sarà un* equazione in 
07 9 p ed una costante arbitraria; egli dunque sarà nn' equazio- 
ne differenziale del primo ordine > la cui integrazione introdnr» 
rà nna nuova costante arbitraria > ed in questa gnisa avre- 
mo r integrale della proposta completato con due costanti ar- 
bitrarie . • 
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Per esempio . Sia V eqnassipof 
— 7^\ — ~ ~ ^ * essfia^Q X (vLQjtiqne <^ « . Si ricara *nl?ita 

Vd^^ y» = f J ed integrando si troverà 

% y ==:/! r^ C; e si avrà p = tjj^^jfvj* 

vQi^est* ultima equazione tra a; ed ^ , sarà l' integrale futi* 
to Qpmpleto ideila p^pQOtta . Supponendo X es — , si 

W =5=/^ = ^^> ^d in ^nit9 

— 7^ — ■'. :: -4-C» 

Da una tale ^e^n^zione h rapprc^mata là carva > nella qii% 
le i ragg^ di CQrvatpra i^egnonp la ragione inversa delle asci^ . 
Per nn altro esempio sia T equazione 

fidxdy* r^ ^''docd*y = nxdy V {dx* rh a*d4y) ; fp poniarup 
( ^ ) ^^ , ( ^ ) dx" per ^> , d <fy » e la dividiamo ,per dx\t avremo 

.« Cgr H- *r<0) =;= ^ (^i) y { I -«.y (.|;)} , .ovv^r.0 

• > 

jap* ^ «'(^) ==,««PV { > -+ a' (g)} ; questa è fip'^eqoazio- 
iie .differenziale del piimo ordine tra Je dpe variatali tp i e 
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di un grado soperiore al primo. Essa dapqae appartiene alle 
Teorìe sopra spiegate . 

Consideriamo adesso il caso iti cui non si trovi nell' eqna- 
zione dìflerenziale la variabile ;x; , ma la j ) e sia 1' equazione 

T(>,(*),(^{)) = o. 

In quest' equazione i differenziali sono presi relativamente 
alla variabile x : permutiamola dunque in un' altra t nella qua> 
le le difierenziali j$iano relative alla variabile j ; per questo 

( 73 ) noi faremo nella proposta -~- invece di (^ ) > « — 

(^):(^)' invece di (j^)- essa diverrà allora nu* «qnazionc 
in y ^ (^)>(7^)> ^^ quale rientrerà nel caso qui sopra trat- 

t*y wy 

tato, giacché se faremo j> = (j^)i avremo un* equazione in 
y,p e (^)> come superiormente l'avevamo per a?,p e (^). 

§. fiOp. Se in un* eqnazione differenziale del secondo ordi- 
ne in x^y^dy^dx e ddy le variabili x^y entrano in tal 
maniera > che considerando come quantità di una dimetisìone so- 
la le ddy ^ dx ^dy ^ ed attribuendo a ciascuna delle variabili 
Xyy una dimensione^ i termini dell'equazione abbiano lo stes- 
so numero di dimensioni , suole a quest' equazione darsi fi no- 
me di omogenea ; così V equazione 

iG^ddy ^ ydy"^ h- xdx^ =3 o è un* equazione omogenea 9 ed 0- 

gni suo termine ha tre dimensioni . 

E' facile vedere che ridotta V equazione differenziale ad es- 
ser formata delle quantità x^y^ (^)y(^^), la nostra definì- . 

zione ricade in questa : 

„ Dicesi omogenea un' equazione differenziale del secondo 

ordine, quando attribuendo a (-^) = /> nessuna dimensione, 
Tom. III. A a 
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a (^)=::5 una dimensione negativa", ed alle variabili x^y 

una dimensione per ciascuna , tutti i di lei termini han lo stes- 
so numero di dimensioni ,| • 

li equazioni che godono di siffatta proprietà , ponno sem- 
pre ridursi a dipendere dall' integrazione d' equazioni differeri- 
. ziali del primo ordine • 

In queste equazioni omogenee facendo y =l nx ^ q =z 1^^ 

X 

per mezzo della divisione si eliminerà la variabile x , di modo 
che il criterio di tali equazioni sarà il seguente ,, Ridotta ua'c- 
quazione differenziale del secondo ordine a non contenere , che 
le quantità a? , ^ , jp > 5 , se da essa sparirà la x facendovi y =5 

ux ^ g = — , e si otterrà un* equazione in u^p t v solamen- 
te , la proposta sarà allora omogenea ,, . « 

Data dunque un' equazione di tal sorte , incomincieremo 
dal toglierle V aspetto differenziale > introducendo in essa p e 

q ; quindi fatto y =z ux y 5 = — , ne scacceremo la x per mez- 

zo della divisione , ed avremo allora un' equazione tra u jV e 
py dalla quale sì determinerà una di queste quantità per mez- 
zo delle altre due ; in seguito osservando che dy =1 pdx^ si avrà 

udx H- ^du =i= pdx , dalla quale ricaveremo — = — — : per 
un altro verso essendo dp = qdx , avremo dp =^ — j da cui 
— = -^ . Eguagliamo i due valori di —, ed otterremo -^ 
i^, ovvero 

V 

( E ) . . . . vdu = pdp — udp . Se ora invece di v poniamo 

in (E) il suo valore dato per p e per u^ avremo un equa- 
zione differenziale del primo ordine tra le due' variabili u , e 
p , r integrale della quale ci darà p espresso in u . Ciò otte- 
nuto , porremo il valore di p nell* equazione — = -^- > ed 
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avremo per mezzo dell' ìntegrazionei a/^ dato per u ; se infine 
in qnest' equazione porremo ^ invece di z/ 9 si avrà Y integra- 
le completo della proposta 9 il quale conterrà due costanti ar* 
bitraiie > introdotte dalle due integrazioni che avrem fatte • Tutte 
le volte dunque che Y equazione (£) del primo ordine potrà 
integrarsi y sarà anche integrabile Y equazione del secondo or- 
dine proposta • Un esempio schiarirà la Teorìa . 
Sia r equazione 

x^ddy = xdxdy H- nydm . Questa si trasforma in 

ic*g =: acp H* Tzy 9 nella quale porremo y ^czux ^ q =z —^ ed 

avremo v = p ^ nu. Li' equazione ( E ) pertanto sarà 
{p -^ nu) du s= pdp — udp ^ ovvero 

nudu H- pdu H- udp = pdp > il cui integrale h 

f 

?!!l H- jpz^ = — H' — • Quest' equazione ci dà 



= k-I-V{Ch-(«-^- i)ity: avremo dunque 

^. s— — **. -. , ed in conseguenza 

* v{ch-i*-»-»)i.*} - 

«V(<»-h)h-v/€h-(«h-i)«*\ 
Ix = -—i — . l i i , ovvero 

Da? ^"^'^rrs uV{n<^ i)-»-V{C-f(»-Hi) w')-,essen. 
do D e G due costanti arbitrarie . 

Qnest' integrale si riduce anche più semplice * e diviene 

D*a? * — aDflc . w\/(7i h- i ) = C, e mutando 

la forma delle costanti arbitrarie, cioè facendo D=:Av^(nH-i), 

AAa?* * "^ * — 2 Aa? "*"*-. m *= B . Infine sostituendo il va- 
lore di u = il in quest' equazione si l^a V integrale completo del- 
la proposta 
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AAa? — aAa? ^ t= B , ovvero 

• • • . 

y :==: ^ jc — ^ ^ a? » ovvero 

j^ ;=? B« ..« . • •+ F« 1 ladicando E , F due co- 

statiti jsirbiti'ario'. 

§. 210. Taluna volta T itittegrazioDe di una equazione dif- 
ferenziale di seconda ordine si ridnce a quella di una di pri- 
mo X faconda y =:l x uy p=^ x tj, q=^ x v> essendo v ^ 

t > u quantità variabili y ed n nn esponente costante indetermi« 
nato : ciò. succede qnànda una idonea determinazione di /z ^ fa 
sì che la x. si trovi elevata in ciascuu termine alla medesima 
potenza y e quindi possa per mezza della divisione farsi spari- 
re dal calcola . Infatti essendo^ dy = pdx y dp =: qdx > quelle 
supposizioni ci daranno xdu -H rìudx = tdx y xdt H* ( /x — 
l ) tdx =^ vdx y dalle q^uali si ricaverà 






-^_. e quindi 



(A) .... {^v — <7« — lytydm = (t--^Ui)dt: ora & 

cendo le dette sostituzioni nella equazictoé proposta. inr x^y^ 
p^ e 5> ed: andandosene ila variabile x^ resterà un'equazione 
iti Uyt ev'y dulia quale ritro verona ^ dato per t e per Uy 
che sostituita nella ( A)^ ci condurrà ad integrare il h* equazione 
differenziale del pridie^ ordine tra due variabili u ^t ^ Fatta una 

tale integrazione % avremo t data per u e quindi dair equazione 

• * 

— == ^^^ j anche w dato* por k> ed aacbe per y quando in- 

vece di u vi si pboga il suo. valóre -^ : 

Qualche esempio schiarirà la Teorìa . Sia proposta Y equazione 
«^ddy = aydx* H- bxdxdy : poniamo q , p invece di ( ^ ) » 
($f), ed avremo 



n •— I 



a?'g ss aj ^ bocp . Sc ora facciamo y =s « ut p =s x f, 
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X 1^'r troveremo* 



a?*v = ax 1/ H- è^ f r © dividendo per a? > t? = az^ H« óf . 
L' equazione- ( A) > bì; ridurrà allora alla seguente 

/aw H^(6^— «'H^i 3 f^'cfif a= (f — ;zrz) dt^ che è ari^cqast. 

^ne del- priqiD' ordine tra dcir variabili ^ e cbe^^ì poò integrare. 
L* equazione del .seoouda^ 



x^ {^^)^^ajt{f^) =0 per mezzo^ delle sostituzioni qui so»- 



pra u?a!^e , divicne- 

a? vH-CMPi^-^ t =z o p dalla qwiie svamra la Xi 

m 
m 

se sarà m -»• /z — a == /ju h^ «'-^ — !»,♦ ovverp^ n = ^r*' . :"^ ♦ 

Dato questo- valóre ad n , si ayrà i; =r — - a« f y ed 4a con* 
seguenza per questo^ esempio l^e(ìuazione'( A)' diverrà . 

{t ^ tm }dt'H^{ azM t M^X « ~^ t ) f y cfijp::a5 bV dall' ipfegra* 
zione della quale dipenderà quella della proposta*./ 

Quando un''equazione diiFérenzialè . del seòoùdo ordine ri« 
dotta ad esser funzione di a?, jf,p e qy è tale 6hé le quanti- 
tà y yp yQ compongono' in' ciascun termine' Io 'stèsso' ^tfmero di 
dimensioni r essa può .sempre ridursi; all' integcazipae di «n^ «- 
quazione del primo*. Sé infatti^ faremo p= uy^ g == vy^ si tro- 
verà in ciascun termine deir equazione la medesima potenZE di 
y^ e per mezzo della divisione togliendo questa variabile, si ot- 
terrà, un* equazione tra XyV ed u\ dalla quale si potrà deter- 
minare V per mezzo delle altre due Xyu; ora si ha, dy =? 
pdx i dunque dy === uydx : così a cagione dì dfp = qdx > sarà 
dp = vydx s= udy -+yduj ed in conseguenza 



^ = udx ^ ^ = JJ^^^——: eguagliamo questi due valori di ^, 

e si troverà V equazione del primo ordine du ^ u^dx =vdxf 
la quale conterrà solo le due variabili u ed x$ allorché vi a- 
vrem sostituito invece di v il .suo valore in x yu dato dalla pro- 
posta .' Integrata quest' ultima equazione 9 avremo il valore di u 
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dato per te , e quindi ly = fudx . 

Per esempio . Sìa da integrarsi Y eqnazio&e 

xyddy = ydxdy -f- scdy* h- ^ **^*^ : a questa dando la forma 

xyq =s yp ^ xp* M- , y^ ^^ . ^ si vede che in ciascun tcrmi- 

oe le variabili y^piq compongono due dimensioni , cosi essa 
può trattarsi per la regola sopra spiegata. 

Facciasi dunque p =suy ,q = vy^ e si arra , dividen- 
do per y 

i;x =iu^ ocu* -f- ■ *** .. > che ci darà 

du H- u'dx ss^^^ u*dx -f. _ — |?!— -- dx , ovvero 

f^*-;.*^* =3 -r-^^^rx » 51 cai integrale è • 

C — fi =3 — Ò y/ { Qi* -r- X* ) , ovvero 

a = ^ — 3--7^-; — r? • Sostituiamo questo valore di i^ • e si avrìL 



«i^« 



Per ottenere quest* ultimo integrale , poniamo 
^ (a* -— X* ) = 1 1 e saia arda? = — tdt > quindi 

/y =s — y H- -■/< G H-^/) H- ^GS essendo G' un" altra co- 

Itaote arbitraria « 

§. ali. Il metodo del moltiplicatore ha laogo ancora neir in- 
tegrazioni delle equazioni del secondo ordine: eccoci a parlarne. 

Rappresentiamo per (j-{)^y*(^>^^p) = o, essendo 
p := (^) una equazione diiFerenziale qualunque del secondo 
•rdine > e dimostrecemo che per mezzo di un moltiplicatore potrem 



> 
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sempre renderla una differenziale esatta . Sia infatti F integrale* 
di quest* equazione^ F(^>J'»P) = ^> indicando per a la co- 
stante arbitraria , e si avrà 

(^) (£') -^- OS) -*-(fHg)} = o. ovvero 



Essendo svanita la costante a , qnest* ultimo risultato de- 
ve essere identico con la proposta 9 ed avremo V equazione i^ 
dentica 

(^O H./{ « ,> .P ) = (^) H- ^-^^^^ . ovvero 



(«) <(0) -/(«.^.i»)} = (S) - (|)P - (^)(0) = ^ 

Ma ti secondo membro di qnest* equazione è una differenziale 
esatta ; dunque anche il primo sarà tale ; dunque la proposta 

moltiplicata per (^)» sarà una differenziale esatta. Questa quan* 



tità ( — ) è il moltiplicatore di cui si: parla . 



dw 



Siccome pof la proposta moltiplicata per (-^) è eguale ai- 
ìa difibrenziale esatta dS fh chiaro che- anche moltiplicata pei 
Y(F).(— )y diverrà la differenziale esatta di una funzione di 

F; così la formula 'i^(F).(^}f, nella quale "f{'F) rappresen- 
ta una funzione qualunque di F esprimerà tutti gli infiniti mol» 
tiplicatori , che rendono integrabile la proposta . 

Trovato dnnque con qualche artifizio un fattore N che ren« 

da la quantità N ^y-4.(£?)^ una differenziale esatta= du^ 
la formula che rappresenta tutti i J^ttori^ sarà Ny(u); 
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Qnesto .ragionamento si estende anche all' equazioni difTe* 
renziali di gaainnque ordine . Indicando per i^,)-^.f sss o 9 

nella qtiale / è funzione di a? ,> , (^) «j> $Xpi)'=qy 

i^j^i ) = f > la .differenziale Ai un ordine n ' ., e rappresene 

tando il suo integrale primo ^er 

F = F(a?,^,p, t) =:£ost.f si avrà 

(^,) S- -= ^ ^ = ò > e quindi Y equa- 

zione identica 

(^) e =e dF ; dan(jue la proposta ( j^) ^^ f s=z o molti- 
plicata per (^) è una jdii&renziale. esatta ; essa lo sarà anche 

moltiplicato per T(F) • (^) » ed in conseguenza qoest' ultima 

espressione jappresenterà la formula di tutti i moltiplicatori ^ 
che rendono integrabile la proposta . In somma quanto abbiam 
detto per le .equazioni del primo ordine a questo proposito, ha 
luogo per quelle del secondo e dei superiotì . 

Ma come potremo .efFettivaraente trovare T idoneo moltipli- 
catore che renda integrabile unV equazione del secondo ordine? 
Instituiamo con qualche generalità questa jicerca . 

JJ equazione (;^).H- f^=^o diviene ,( q H-jf) dx ^=^ Ò9 
facendo q == (^); jora sia N funzione di x^y^p il fattore 

per .cui moltiplicata la proposta, -si renda essa integrabile, ed 
allora N { q-'^ f) dx ^ dovrà . essere una differenziale esatta . 
f Al §. j 7. abbiamo iissegnato il criterio perchè ^x rà una 
differenziale esatta , essendo j3 una funzione di x ^y ^p ^q\ se- 
condo dunque ciò che è stato là dimostrato > avremo per deter- 



V 
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«ùnare N quest* equazione 

Eseguiamo le dlflerenziazioiii , ^ troveremo 

siccome poi lo fnniióni T^ ed j^ non «contengono q , dovrà don- 
ane annullarsi . da se medesima la parte moltiplicata per ^ > e 
Y equazione «superiore si spezzerà in queste due 

(l)....3(-)H.{^-)H-i)(;^)-/<;^)-2(^)(-)^ 



(»)•••• r^.) -«■ »P(|^)-i-p-(^:)-/(^)-^(^)- 



(f;)(S)-^{/-p(f)><f)-<('^)-^i'(g)>x 

r eqnaziooi (1)9(2) sono del secondo ordine alle difFerenze 
parziali I e dovrèbbe trovarsi per N una tal funzione à\ x ^y ^p 
che nello stesso tempo soddisfacesse a queste due equazioni : in- 
felicemente però lo stato attuale dell* Analisi è ben lontano dal 
poter generalmente soddisfare a questa ricerca > per la quale ba* 
sterebbe anche un valore particolare di N • 

Per esempio . Sia Y equazione semplicissima 

(^) H-p ^^^* =2 . Avremo in questo caso 
Tom. ni B b 
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che dovranno sostituirsi neH' eqjiazio.ni ( l)'i ( a )• Ora osservjp 
che. se .si suppone N sola funzione di x , V equazione ( i ) e 
identioamente nuMa ^ e ci resta per determinare N V equazione 

(':;S)-'!^(^)H-^t-'N = o, cui soddisfi N = «\- 



dK^'^' X* ^ Jx^ X^ 



dut}q[ue^ x^ sarà il oercsita moltiplicatore. > ed ia conseguenza 
r eqnazioQ.e 

^ìPi)^^^^Ìt) •^^ (?) = ^ ^ integrabire da se medesima. 



dx* ' ^ dx' ^ dx 

Quest' integrale è ìjp*(^) ^y = Co^f., e la fòrmula che con- 
tiene tutti i moltiplicatori è x^'V {^^(^) H:- J'}-- 

§. 2^1 2. TrovatOv dunque uà idoneo, moltiplicatore , sia^ 
IS^d^y. H- Mxix* == © una differenziale esatta ^ e facendo (^).== 

(^ ) >. a:vrema Nc?jp -4- Mc?x = o ; ora il primo termine. Ncfp^ 

dee necessariamente risultare dalla differenriaziiEme dèir integrar- 
le per rapporto a p ; dtinquje T integrale della proposta . sarà c- 
guale a /"Nrfp più una fìinzioniB di ^r e di j^ ^ dalla quale dee- 
dipendere V altro, termine Md» . Se indichiamo quest* integrale 
per tì y avremo 

a = /Ncfp- H*- "^ ) i.csseado- V = ?r ( » , jf ) . 

• Per determidare la funzione. V , opereremi) in^ una. tnanie- 
' ra a-naloga a quella usata ( i.8a ) . la qaesta guisa troverema 

Au^^d^ -^'dxn^Jdp-,dyA^)dp ^ {^ydx^{'^^)dy 
che dovenda essere eguale ad Ndjp h* Mdx , ci darà 
M =/(^) <^ -hP/Cf ) <lp ^ (g) -> \pp , U quale e- 

qnazione debb* èssere identica . Differenziamola per rapporto a 
p > ed avremo- * . 
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(f ) = (S) -^/(f )* H- (f )P -i- (f ). ^» «»i « ri- 



caverà 



dV\ ,dH\ /M\ fénts^ r/rfN 



sto valore ^i ( ^ ) nell* eqoazione identica , « si troverà 

Ottenuti i due valori di (^),(^), si avrà il valore tli 
V prendendo 1* integrale ^i 

(f )?• -/"(f )'*i'> <*«-^ {(f ) - (S) - (^Ji»- 

/'(^) cfpì- cfy • Facciamo nn esetnpto: 

Per mezzo ^eir opportono moltiplicatola ^asi ridotta una 
difièrenziale esatta qnest' equazione 

vogliasene r integrale,. 

Data qoesta forma all', esazione - 

a?* ^ ayp ^ . M == 3a?p -^ p» -j. ^ : tsaiik pertanto 

u irsp/T^dp •f, V = a?*j) -i-^p* -h V. Per determinare V si 



avrà 



dV 



i ' 



( 5; ) = 3«P H- p' H- j' - 3aìP - 3p' H- ajcp H- ^^ - tì«p « J? > 
( ;^) = 3^ — 3P' — «w — 3p* — jp* s= « , e perciò 

<fV ss^r^a? H- «dy , V = a?y h- CÒsf. ' ' 

L* integrale cercato sarà dunfjue ' ' ' ' 
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sc'p ^^ yp^ ^ xy -h, Cosù =;= o . 

Ua^ equazione diflferenziale del secondo ordine ha due lìr- 
tegvali completi di primo ; così se noi indichiama per 2; = Cost.y 
e per u = cost questi integrali r e per N , N' i molti plieatori 
pei quali si ha N ( d> ^fdx') = dz, K{dy ^fdx'J = 
di£y avrema, le due formule^ N^ (z)\ NV(/^) ^^ prima delle 
quali esprimerà la serie dei fattori che rendono la propósta u* 
na differenziale esattai di una funzione di 2;;.^e la seconda/ la 
serie di quei: che reudooa là proposta stessa» una differenziale 
esatta di unst funzione di u ^ sarà quindi 

Np^{&).idy^fdx'}=^F{zy 

^YMidy^fdx')^r{uJ. 

Sbmma;ndo< qaeste- dae- e^^nazioùì » si avrk 



de si deduce, che N^(js) ,-!• N'^(u),: sarà: unar formula più 
geaer ale- dei fattori che reodona integrabile V ^naziòiae . 

Suppcmianio- or» r ■ eh» indicaodo» per Y uq» fiiazione di z » 
Ui sì abbia 1' eq^nazbne- ^ ^ Co*t. ».e differeirwandòra» avremp 

{^ydzi -iriC— ) i^ = <^.* e ponendo per dz e per du i loro- 
valori 

• * » • • • 

£N:(^)'-H.N.'{^)}(d>H=i/At:*7±==Ordtraqne''sravi^i3n*al- 



tra ibrmota pili generare dellar jjrccedèntè-r e- che le- comprende 
tutte entra dr se ,. per espritnere'i :fottòri> i quali reodlOBo in- 
tegrabile la proposta ,: & questa sarà 

$. 213-. Supponiamo» che il iattore H non debba contenere 
p ) e che la proposta del §> a il sia 
(^j^«(<r)*^p(^)H=.y^ o, ove «,^,7 contengono 

09 SX »^ 
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solo Xty senza p». In* questa c^so ^iBa*, ' 



^ •• . il 



f=^àp*H-?ip-^Yr e^ quindi (^y =r arap^ -f- ^V (^) = a«; 
krà pof'(^)=ao-; Te eqnazionf ( i)*» (a^'^del §*. air penane 



Xo diverranno» ( ~) — ^ «N 






lìt seconda delle quali' si riduce- a qticsi*'altra* più: semplice 



• t 



(3T ■ • ■ • (^) - P(f ) -*-r(f ) - {(f y - (py N = o 

oer Càusa: di f zJ: r — «jv == o * che ci da 4 -.. 



(.^)-«(S)'r-(Ì4)ì^=<'» •'■" 



peir causa: di { — ) — «N^== o , che ci dà 

dxiyl ^dx*u, ^ix 

-■- , • • ■ J • 

Dair" equazÌDnev( —Ty v-^;«N! «ò si- ricava 
N s= e ^.Ì'(ap) , e* p0r éòas^enz» 
(^) = /•«.. F(x)V 



1 ^ì 
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(^) = /""{C^) ^if0dy(^)^{n^)dyy.x 



I , • • \ 



F ( ae) H-y*( j? ) ^J' • F ( a?) / : sostituendo qnesti valori nell* e- 
qnazione (5)^ si avA 

(4) • • . (S?) -*- W(rJ''^-P > (f) -*' {/(^) «ir 

Si procurerà che in qnest' equazione le y , dispariscano t 
per il che avremo molte equazioni , le quali dovranno ridursi 
adupa sok > ppìt?h^ non vi; h ehe^ un» sok iodetòniiin^ta , al- 
trimenti non sarà vero che la proposta possa divenire integra- 
bile 9 essendo moltiplicata per un fattore funzione : di ,01^ e di j^ 
solamente . 

Per «sebpio > propongasi 1 equazione. 
(.^) ^tC^f -fi Hi» (^) ^ ^ == o per sapere » essa può 

•» « • • • . 

divenire integraibìle 9 moltiplicandola per un fattore funzione sol* 

* 

tanto di a? e di^. Io questo caso si ha « = i. , ^ = 1±J?, y s= 

* /• • •* • • 

iL, ed e == j^* . ti* equazione (4) diverrà in conseguenza 



(jLP)-l±3i!(^P)^(4.H.i:i^>F(a?) = o, ovvero 

e siccome y dee disparire dà quest^ equazione >. «i farà 

«(£) = 3F(*), «•(0^^3«{g)>3F(*)«:o, edai 

vremo dalla prima F(a?) = a?', (i?)s=3a;*, (^)s=:6«,Va- 



</» ' ' ^ ^dx 



lori che sostituiti nella seconda vi soddisfanno, i dunque si po- 
trà rendere integrabile la proposta 9 moltiplicandola per un* fat-* 
tore N funzione s^ltàma di or e ^i jf . Questo fattore poi sarà 



I r 
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/• • • 

N = e ^ F(a;) =r=r ar'^* : così '^la^ quantità 

sarà la differenziale esatta di una funzióne differenziale del pri- 
ma ordine . . . , i ^ - 

Per ciò che abbiara detto al §. antecedente si trova V in- 
tegrale di questa differenziale esatta > e si ha,* pec T i(itegrale 
-della proposta eqaazione : : t 

§. a 14. Più per esercizio di calcolò che per vantaggio che 
^si ritragga nello stato attuale .dell' Analisi da queste dottrine > 
io mi tratterrò anche un poco. 

Sia proposta Y equazione - . 

(:^)-i- — (— )*-i-^==ò, e soppoaramd che il moltiplicato- 

re > per cui essa diviene integrabile , sia Mp* •+• M jp -+» M" in- 
dicando per M,MSM'' delle funzioni di a7,j^ senza; .jp da de- 
terminarsi. . . ' ' 
Ciò- posto, facciamo I6 opportune sostiéuiioni neir equazio- 
ne ( t ) del § ali , e si avrà ,. 

ti , '; 

^4.(^) — .i2M.-j,.^r-i a: ma MrM'^M" non: contengo- 



k " • » 



flo p , si avrà dunque 

vrem trovare i valori di M, , M' , M ., Integrandole nella sup- 
posizione di az GOstaotC) si ha. ^Ua^ prima M=j?'F(ar), dal- 
la seconda M' =//(a?) — ?! (^), e dalla terza M"=j'?»(*) - 

T (£) -^fiCS) -*- «^/^ («') r indicando..pcr.E(*),/(a.); 



.(job 
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.^(a?) tre faQziom-,iurbitrarie .di ap.. 
Sarà dunque il .mpltiplìcatore 

N-/i.*F(«).^,>>/,(»)_af(£)s.j.^(*)-'i(g) 

XiC tre furiziofri arbitt^rie ^debbono 4}eterminarsì in manie- 
ra , che sia soddisfatta V altra .equazione ( 2 ) del citato para* 
grafo ; per questo basterà fare F (.a? ) = i > jfC a; ) = o , p (a?) = o : 
sarà dunque N= j^'p* H* axy^ V Idoneo moltiplicatore , e T e- 
qnazione . • . ,, . .... ^ 

{y ( g )■ -*• à»:y'} . (0 ) ~f / { J )• -^ ^axy ( J 

sarà integrabile esattamente.. 

Rapjpi^sentìamo . ,r integrale .di quest^cquazioUe jper 

i*y (^y H- ^^y (j^).rh V .essendo V una funzione ài x ^y 

fi costaòtf/ v: • '" • 

Diiffej:en8ÌanclQ;£ paragonando j .avremo , 

dV = — oy*dy ri- a*x^dx , e quindi 
V 



^ ax = o f 




5^ 

.3 






Cast* 



' Sarà dunque r integrale ijompléto ideila nostra equazione 
del secondo .ordine 



y^grH.3«^'(?j 



4x 



ay* ré- tt'a?' -4* 3C =r= o . • 



E qui termino di parlare del metodo del moltiplicatore » 
reputando inAtile óghi ultisiriore sminuzzamento^ e rimandando 
per questo al Calcola del Sig. Efller.. 

§. 215* Per poco che si rifletta sopra i metodi d* integra- 
zione adopratì nelle equazioni differenzi'ali del secomdo ordine 9 
concluderemo quanto a questo riguardo è gi'ande la povertà deir A- 
nalisi , di modo che rare sono quelle equazioni differenziali, le 
quali, l^rese* air [azzardo > o- condotte dalla soluzione di alcun 
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Problema j possono con simili artifizi integrarsi ; in mancanza 
pertanto d* integrali esatti > noi ci fivt)lgei:€ino alle approssima- 
zioni , molto più che peniamo esser questo il metodo più mi- 
le in pratica j ed in conseguenza maggiormente meritevole é' oc- 
cupare i 'Geometri . 

E primieramente faccio t)sscrvare cTie il metodo dei Coef- 
ficienti Indeterminati può con vantaggio adoprarsi iieir inte- 
grazione per serie delle .equazioni del secondo ordine ; quando 
poi queste serie isi termineranno ^ ne daranno integrali esatti i 
€ ciò non succedendo > se 'le stesse serie -saranno convergenti o 
in altre convergenti potran trasformarsi^ allora ^li integrali sa- 
ranno soltanto approssimati- 

Sia r equazione 

A% 'li 

-^{a) (7^) ^ ^x y = o , « se iic dimandi V integrale 

iinito completo, espresso in serie ordinata per le potenze di ot: 
.supponiamo per questo 

y = Jix —H Jtioc H- Lio? H- ^x h* ec. 

e sì avrà 

Mx -h [x ^ a;2-i-4)(x-*.a;2-*-5) L*^ -i- ec : 

facendo ora le opportune sostituzioni nella proposta ^ € parago- 
nando tra Joro i termini ^affetti dalle stesse potenze di a?, avremo 

x(x— i) = o, 

( X -^- n .-^- 3 ) ( X -4- 72 H- l ) B H- a A = o , 
{ X -+ 2« H- 4 ) ( X -h 2/2 H- 3 ) G H- aB = o , 
j[x-j.3/2-4.6)(x-h3«^i-5)EH-«C = o, 

ec. 

Dalla prima equazione si trovano due' valori per x cioè 
A = o , A = I i prendendo il primo a = o > le altre equazio- 
ni divengono 

Tom. IIL Co 



aOa MATEMATICA SUBLIME 



(7i-i-a)(/j H-i)B-i-aA = 


= > 


( a/z H- 4 ) ( i^« -4- S ) G -h oB = 


= 0» 


(3«H-6)(3;«-h5)E-i.aCl = 


= o, 



fec- 

c prendendo il secóndo, esse divengona 

i n -H- 3 ) ( « -t- ft ) B Hr a A = o , 

( 272 H- 5 ) ( 37J H* 4 ) G H- aB '= o > 

( 3/2 H- 6 ) ( 3« -i- 7 ) E H- aG = o » 

eo. 

Si avrà dunque nel primo caso 

E. :;= ^^ ec. > e nel seeondo 

X ==. I , A indet. , B == — ^-^^^^^^j, e = ~ ^^^^^p^^-^^ 
E = '^ ce ♦ ed m conseffuenza dne serie 

per esprìmere il valore ài y . * . . \. 

Se indichiamo poi per A e per A' i due coefEcienti pri- 
mi indeterminati , che a ciascuna di esse appartengono , e pren- 
diamo la somma di dette serie» avremo 



«M*a H! 4> 



A / , ^Zl u ' * ■ 



#»*'"•*■' 



H- ec ì" 



i.2.3.(»H-i)(a»-*-3)(3»-<-5){*-^'«)' 



J ;(!»-»►» 



i.3.3..(«-*-3) ia»-tr5)(3»-*-f )(«-+2)* 



ec.} 



espressione, la quale sarà l' integrale finito completo della pro- 
posta , poiché conterrà k due costanti arbitrane A , A . 



•«' 
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Si danno alcuni casi aei quali queste serie non sono di al- 
cun uso , e questo succede quando qualche denominatore divie- 
ne zero \ per il che il termine corrispondente «i fa infinito . 
Primieramente essendo /2 = — 2 9 i termini dell' una e dell' al- 
tra serie divenjgono infiniti, q T integrale trovato, illusorio; in 

tal caso però V equazione proposta si cangia in (^)-{.^=ro, 



di cui può facilmente aversi V integrale . Infatti pongasi y = 
Ax , essendo A una .costante indeterminata^ e x un esponen- 



te da determinarsi, e si avrà '(^) = x(a .r— i ) Ax ; 
quindi sostituendo e dividendo per Ax "" , otterremo V equa- 



zione x(x — i)-f-G = Oi che ci darà per a due valori , e 
la costante resterà al nostro arbitrio . Siano x , x questi valo- 
ri , e rappresentando per A , A' -due costanti arbitrarie., l' inte- 

graie completo 5arà y = Ax h- A'x 



Gli altri casi nei quali incontrasi Y incouYenìente , di cui 
parliamo , sono compresi in questa formule /?. h* a = — , /z 

^ = — —, indicando per jx un qualunque numero intiero . 

La prima formula rende falsa la prima serie , e la secon- 
da Y altra serie ì così si avrà y dato per una di quelle due se- 
rie ; ma in questo caso Y integrale non sarà che particolare , 
perchè contiene una sola costante arbitraria . 

Onde ottenere allora Y integrale complèto , indicando per 
V quella serie reale , sopponiamo j^ == Pz , essendo z una fun- 
zione di X da determinarsi , ed avremo , facendo le debite so- 
stituzioni , 

P(zrOH-a(l^(^')H.«(^)H.^aa;"P2=rO: ma per ipo- 



tesi è (^) H- ax^l? = o ; dunque si avrà per determinare z, 
r equazione 

?(£') -*- a (g)(g) =: o, che ci dà z = C/g, essendo C 
una costante arbitraria . 
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§. 2i6u. K etjuazione (^^) H- o.x y = o >, puà trasformar-. 

si anche ia uà' altra y alla quale è applicabile eoa successa il 
metodo, d' integrazione per serie ;, pongasi infatti 

fòdst 

^ = e Zt, esseada jp ,. & due. fanzioni di x: da: determinarsi » 
e si avrà 

quindi T equazione diverrà 



t ■ « 



Avendosi una sola equazione- e due indeterminate y una* dii 
esse dipenderà dal nostra arbitrio ;. facciamo^ per questo >, onde: 



«- 



djeterminar p > p* Hr^ aa? = o ,, e sarà p = oc * \/ — a >. ovve- 
rà p s= tx^ e y avendo; supposto» per semplicità di calcolo» m = 
2/tt, a = — e*. 

L' integrale; duuque delU' equazione 

4 

I^J .— cV-> == o „ sarà 

jl = e 2= e** zTr essendo data « da quest'equazione^ 

tò) -h 2p (^) H*^ (^) = Q ». ovvero » mettendo» per p e 

( ^ ) i respettivi: valori ,. da. 

J;|)H*2C* (g>-i.»2C«?. a=o- 



Fingiama ora ' ** 

a =^ Aac Hr Bjc -h Cjc H?- ec. 



e sostituendo }. avremo* 
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3l(\- 



I ) Aaz "" -*. (x -K ztt -1^ I ) (x 



172 )Ba? 
2?!.Ac; 

mAc 



\-¥m — I; 



•+■ ec; = O' 



d" oftde concluderemo prioiieraniente x == a r ovvero x = r . 
Si avranno» pertanto^ due serie per esprimere il valore di z 
in qnestai guisa. 



A 






E 



X 



3«»-t-3' 



«-I-9! 



2flr-f 



ed i valori del coefficienti, saranno 



3»» -+4: 



ec. 



ec. p 



B 



C 



E 



mAc 



(3«i-*-a)Br 



2(2i»H- 1) t«w^-»- 1 ) 



3(3««-+a)(iw -+• 1 ) 



F 



e 



E'^ 



Ìm-¥2)A'c 



(3»H'4ÌBV 



4(4wH-5) (w-*-!)*' 



ce;. 






restando indèterminatr i due A , A' , i qnali per questo^ rappre- 
senteranno» le due costanti arbitrarie . 

La prima di queste serie si termina^ quando» ( rappresen- 
tando- per i uà numera intiero; qualunque ); 

C 2i H- I ) /TT H- a^ = o ,. ovvero- m = 
quando {21 — i ) m -+• a£= o ,. ovverà m 
que* in una qualunque: dei casi w = — 



-7-^— ; e la seconda 



21— 1 



: dun- 



,, ovvero ara 



2$ xr I. 

:^— y si avrà almena uà ìntagralc particolare della proposta ,. 

espresso^ per uà numero finito di termini. 

K qui osservo che- trovato» uu integrale* particolare ,, facil- 
fflente potrà aversene ir completo in questa: guisa : incontrando- 
si neir integrale particolare la lettera e > mentre neir eqaazio- 
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E siccome si troveranno due valori per x, 5Ì avranno co- 
sì due serie , la soaima delle guali ;ci rappresenterà V integrale 
completa della proposta . 

Indichiamo .ora per ^ ( ^ ) la quantità 



,(,_,, *^^,^^ ^.e sarà 



( \ H- » ) { X -K» -^ 4 )» ^ ( X ri- 2« ).ff H-/ 

C = H- ?» (x). ^ ( X H- 72 ) . A 

E = — ^(X).^(XH-7Z).^(X-^-372).A 

,ec. jBC. 

onde rappresentando per x , X' i due valori di A ^ ptterremo 

y = A -{a? — p{\).x * -H- ?>(x).^(x H-./z). a? — 

(p(x ) . ^(x -4-72) . ^(A H- a/z) .a? •+• ec. J- ; 

di queste serie alcuna si termina qimndo ^ indicato per i nn 
numero intero , >«i trovi 



( X H- i« ) { ^ H- i/2 — r i ) & H- { A H* /^ ) ^ -*• ^ = o , ed in 

tali casi si ottiene un integrale particolare della proposta espres- 
so per un numero finito di termini • ^ 
^. 21 8. LVequazione 

( a ) • . . ^ . ddy ( | — inx^ } — Kxdxdy « — lydx^ = o è un 

caso particolare di quella del §. antecedente ^ poiché per otte- 
nerla basta fare n^= — i2> b =^ ì^ a = — m ^ e -= Oy c = 
— hy f =^ — Z , ^ = o ; si avrà dunque un integrale parti- 
colare esatto tutte le volte che rsarà (x — 2i ) (x — ii — i ) = o , 
ovvero X = af , X = 2ZH- i» indicando per i un numero in- 
t.^ro , ed essendo x dato da quest' equazione x ( x — i ) ra h* 
x/i -f Z = o : oppure tutte le volte che sarà Z = — a/ ( af — i ) ni — 
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^ih% o Z = — , ai ( ai «rh i)m — ( 21 h- 4 ) ^'» potrcnK) ave- 
re un integrale della proposta espresso in teroiini finiti.- 

Ora per quanto in qoesta maniera si abbiano iniiniti casi 
nei quali V equazione (a) è integrabile esattamente, pure raol- 
^tiisimi altri sfuggono a questo metodo > per trovare i quali bi- 
.fiogna tenere altra via . La ricerca non è invero di moltissima 
utilità , ma V eleganza con la quale da Eulero è instituita , mi 
-è sembrata degna di essere qi^ riferita , molto piiì che essa noa 
-si trova negli Atti di alcuna Accademia , essendo soltanto com- 
parsa al Pubblico in un Tomo di aggiunife al Calcolo Integra- 
le di quel Geometrali stampato a Pietroburgo nel 1794 , e che 
.è essai raro . 

Proposta dunque V equazione 

iddy ( I — mx"^ ) — .hxdccdy — lydx^ = o , si presentano subi- 
rlo due semplicissimi casi, nei quali T integrazione succede: il 
.primo è quando Z = o , ed il secondo quando :li ?= ,79. * 

P<RIM« Xj A s o Z =s o. 

In questo caso la nostra equazione diverrà 
éddy ( I — TOO?* ) = kxdxdy , k quale , fatto cfy = pdx^ si 
trasforma in questa > dp{ i — mx^ ) =^ hpxdx y ovvero 

.-dp hxdx 



, il cui integrale è 



p i — fW«JP 

logp =t rr- — log (ir— Mx* ) '-4« logGi tiVtemo in questa guisa 



^ = C ( 1 — ttA?' ) = (^ ) , .d' onde ricaveremo 

y = tU/da? ( I — mx* ) ; t qui gioverà avvertire che que- 
sto valore diverrà algebraico tutte le volte che ^- sarà uà 

apniero iotcrOjpositivQ, ovvero ( indic-ando per.i' questo numero ) 

Tom. Ili D4 



/ 
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A = -~ OìTTii : egualmente si avrà un integrale algebraico » quai> 
do si abbia — — =z — i.^ — ^-1^ — -lec. ^e qniadi — ==- 

ft f H* I . 

Secondo. Gaso & =? ot . 

In questo caso^ la nostra equazione moltiplicata* per 2(2)^ > diviene 
2dy - ddy ( I — mx* ) — ojnxdxdy^ — Qlydydx"^ = o ^ che è 
integrabile da se medesima' > € si ha^ 
dy^ {i — OT^x?'' ) — ly'dx* = Ccfa?* . DI qui si rfcava 
dyy/ {i — mx^ ) = dx\f {Q H- ly ) > e fatta la separazione- 
delie variabili r ,, ^^ >., = -ttp^Tm - 

Anche ia q^acsta forma senovi dei casi in cni 1* integraife 
è algebraico , ed altri in cui ciò non accade . Per scoprirli fac- 
ciamo m = — m' t Z =s y' , € = ^* >• onde avere \^ ^a* ' »*) ^^^ 



dy 



^-j^ , di cui r integrale è 



■ 

— J-Zo^A.» e ripassando dai logaritmi ai numeri 

JL' 
rj H-- Vi ^* Hr yV > = A- {«« Hr V ( ' H* «'a;* ) } * - 

Facciamo questo secondo membro- = V , e si avr^ 
Y — yj^,'=V(j3*'^./^*')i, e prendendo i quadrati 

j{=Z^^: ora. essendo V = A.{«a;+ Vi}-^»^'')} * > si avrai 

2yV . ^ . ■ 



'' ^)ì y ove ^* =; C;^ r = V =;-% ed in conseguenza • 
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tntte le yolte che per V — avuemo un numero razionale, 1* ia- 

itegrale sarà algebraico . 

Spiegato come si integri Y equazione proposta nei due prin- 
-cipali casi qui sopra considerati , insegna Eulero due strade per 
le quali si può giungere a trasformare la proposta in un' altra 
dello stesso genere , di .modo -che sempre abbiasi ad integrare 
iin* equazione di questa forma 

4dY . ( I — m9c" ) — BxdxdY — CYdx' ^ o , la quale am- 
mettendo risoluzione nei casi B = tw , G = o , nei medesimi 
•casi la proposta equazione ^arà risolubile . Eccoci ad esporre 
questi due metodi di trasformazione. 

Trasformazione nEx pri^o Ordjne>. 

Ripresa T equazione 
ddy ( 1 — mx^ ) — hxdxdy — lydx^ = o , supponiamo y s=a 

<f:), e sarà (i^) = (^),(^) = (£?), 

la nostra equazione dunque prenderà questa forma 

(£;) ( I - ^^1 - ^dx (g) - Zj' (g) = o , ovvero 

dlv . ( .1 — 7719:* ) — hxdx<Vv — Idx^dv = o . 

Giascnn termine di questVnltìina equazione aounette i 
frazione ; si ha infatti 

« 

fdxldv =3 vdcG*^ fxdxddv 3=2 xdxdv — vdx"^ 

fd}v (1 — m^^ = ddv (1 — 7720?* ) H- ^mxdxdv •— o»mvdx . 

m 

Sommando insieme tutti qnesti integrali « la nostra equazio- 
ne sarà 

V 

ddv{^\ — mst^- — {h.^^ fLTn^xdxd'o — {l — AH-2m)vd!a?'=o, 

la quale essendo esattamente simile alla proposta) diverrà inte- 
^{ibile ne* due casi l — Ah- ara =30, h = ^rhy ovvero tutte 



• •♦ I 



\ 
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le volte che sarà l =: h — am , a. & = 3772 . 

Fatta in questi casi V integrazione , si avrà tr dato per x ^ 

e quindi la posizione jf = (|?) ci somministrerà il valore di y^ 

espresso in or > il quale soddisfarà air equazione proposta . 

Continuando lo stesso andamenta,^ poniama x; = (~), ^ 

giacche per X operazione precedente le lettere h , t sonosi can- 
giate in & — a/n ^ l — h ^^ 2m > cesi Y equazione trai^&rma-^ 
ta si cangerà in 

ddv' ( I — mx^ ) — (6. — ^m) xdxdv — {l — afi H* 4ot ) X 

vdx^^ = 0, che sarà integrabile se & = 5;» , ovvero* 

/ = 2th — 6m . 

Trovati i valori per vr , si avrà y = ( ^ ) ^ cioè i difle*- 

renziali secondi dello stesso v ci 4^sinnc> y . Così se v' avrà 
un valore algebraico , tale lo avr^ ancora y • 

Ripetendo la medesima sostituzicjne col porre v^:=i ( — ) 



si avrà 



d* ^^ 



ddv'{ I — » mx"") — (& — 6m) xdxdv' — (Z — 3^-4- 12/72) X 
'^''iix' = o > equazione integrabile quando h = 7^ , Z =r 

5^ — 12772, e quindi j^ = (^>. 

Se dnnqu« continueremo queste operazioni , giungeremo* 
sempre ad equazioni trasformate della medesima forma ; e te- 
;i3ndo soltanto conto dei valori che in cigscunja trasformazione 
ricevono le lettere h^lf si avrà la Tabella seguente 
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ffrj 



Operazioni 



n 



L 

n. 

IIL 



h 



2/7Z 



A — 6ot 



8/72 



ar^Tz 



Z 



Ti 



J' 



2771 



l — 2Ì^ H* 6^ 



4& 



2.0/n 



ift -+.£( £•!- 1 ).TO 



( 



«/tr 



</« 



) 



(ddv* V 



( 
( 









dx^ 



) 

) 






Dalla quale si ricava che la proposta equazione ammette^ 
j?à la risoluzione tutte le volte che sarà A? = ( ai h* i ) m y 
l =z ih — i ( ^' -H ^)^ ove per riconverrà prendere tutti i na- 
meri interi positivi . 

Trasformazione DEtt*" altro Ordine 

ir metodo seguito procedeva per mezzo dei diiferenziali ^ 
V attuale procede per mezzo degli iutegrali . Sia y = /zdx y e 
la proposta equazione diverrà 

dz ( i — 771X* ) — hxzdx — Idxfzdhs = o > che differenziata ^ 

si riduce alla forma proposta 

ddz ( r — 77rx* ) — {h ^ 2771) xdxdz — {t ^7i) zdx^ = o ^ 

la quale secondo i due casi principali h integrabile > quando 
J H*^= a> & -4- 2TO = T7t , ovvero ^=3 — &., ft = — m. 
Fatte poi le integrazioni sì avrà y = fzdx .. 

. Facendo nella stessa guisa z =^fzdxy perverremo a quest'ai* 
tira equazione 
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dàz ( I — TTtx^ ) — (A H- ^W- ) xdxdz — ( / H- 2^ 

■ 

am ) z c?4c* =^ o ) che ammette integrazione quando h 

ji^m = mi Z .-+• ih -4- ara = 04 ovvero ^. =55 — 37» , Z = — 

a^ «- ^m . Trovati poi gli integrali i i^ avrà 

^ == /dxfzdx t che ^ /idnce integrando per partì, a 

y aas ocfzdx — fzxdx , 

Nella stessa ^uisa ponendo z' ==/z"dsc, perverremo all'e- 
qnazione 

dda" ( I r— 771 jc* ) -T- ( ^ H- ^»« ) xdxdz" -^ ( f -t- 3^ r»' 
67» ) z'dixf^ 3= o , della qnale i^e avremo l' integrale qnao- 
(do Z H> 3^ H- 677Z =3 o , • quando h ^i- 6m = mt cioè Z =s 
— S^ — ^** > ^ = — 5«» » e da questi integrali fii «cay«r^ - 
y =s fdxfdxfz"dx > che può ridursi a questo 

V = — x*fzdx — xfxz'dx H- —fs^z'dxj, 

Gontinnando queste operazioni giungeremo sempre ad .&• 
qnazioni della stessa forma della proposta > le quali avranno ppr 
A e pe;: l \ valori che presenta la Tavola seguente 
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aiS 



Operazioni 


h 


i 


> . 


L 


' Ti H- ara 


!■ ■ ■ 1 


fzdx 


IL 


h H* 4^ 


l -H aJt *-f-^ STO 


fcbcfzdo6^ 


IIL 


h H* 6/71 


Z H* 3^ H* 6/72 


fdxfdxfzdoc^ 


IV. 

• 


K -+• 8ot 


Z -h 4^ H^ 1 2/71 


fdxfdxfdxfz!'dx 


• 


^ H" azOT 


Z -4* zVi H' i* ( i* — I ) OT 


• 



m 

Da questa Tabella si ricava che la proposta equazione 
aiuraette integrazione quando Z =c .— ih — ^ i (i—i)m;h=^ 
— {21 — I ) /72 > indicando per i un numero intero e positivo . 

Queste formule ci sono 'Hate da:" quelle trovate sopra col 
fare in esse — i invece di x . 

Concluderemo dunque, che T equazione diiferenziale del se- 
condo ordine 



hxdxdy -^ lydx^ = a^.è int«grabrle tutte 

• « 

• • • 

ih — i{ i'^ i ) 771?, ovvero» 

( 2i H* I ) 772 , indicando rper.f.tttttl i numee 



ddy { I — 7720?*) - 
le volte che 

t. Jl I I • • •- • • Ù "^ 

(. 2*. ) A = 

ri interi positivi o- negativi che siano-. . - .' ; 

In queste dne formule sono contenuti tutti i ca'si d* inte- 
grabilità : quei che ci sona dati al (§218:) sr ritrovano CQmr 
presi nella formula 1*: 

§i 219; Andiamo adesso- a par^&ire delle approssimazioni 
neir integrazione delle equazioni, il Moto esprimenti dei Cor- 
pi Celesti; e per spiegarci con maggior facilità incdrtiinciere- 
mo dair applicare il metodo che si^mo p6r esporre ,, ad un' e- 
quazione di primo ordine • 



\ 
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Sia proposta 1' equazione 
(^) = i'i Hr *x)y essendo ^ una guantità molto piccola.. 
Supponiamo 
^ = Y H- «Y' -4- «'Y" -H* «' Y'" -f. ec. , ed avremo Inequazione 



WYv i -rdl'-x . ,/.<¥' 



\ 



(S) -^^^i^ -^ '^'C^,) H- ec. == Y H- «r H- «'Y" H- ec. 

dalla' quale eguagliando à zero i coefficienti delle Ti^cspettiv^ po- 
tenze di a V arremo Tj^q^azioni 

i. 

(O- (^)==Y 

(a)....,.(^) = Y' ^xY 

» • ^ • • . . • 

.^he ci serviranno alla determinazione di V , Y' , y ec. Ba^te- 
rà .jpoì integrare completamente la prima , ed avere in seguito 
4Ìelle funzioni qualunque , che soddisfacciano alle altre ,, gi^io- 
Tohh dovendo 41 valore di y contenere una* sola costante erbiti-a- 
,ri^^ sarà sufficiente quella che si ritroverà in Y. 

L* equazione ( i ) integrata, ci dà Y = Ae', A essendo «- 
uà costante arbitraria; e T equazione (9) diviene ailor^i 

. Al.$- 97 abbiamo aéségriaf'ò 1* iritegmJe; dell' equazione 

•A>.^:<f ):==X,:ed è . . • ' 

^ = — 1 e ' fe^ ^Kdx : se dunque paragoniamo la nostrfi 
equazione con questa, avremo 



• » f ■ 



Y' sei é'/A3XÌ:!p = - e'sc- y e Y\eq'MaÀone (3) div;€nteii 
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^^') = Y" H- ^ e'a?', iJ coi intentale 



dx ^ a 

■et 'A -* ..♦ 



Y" = — e'flc , e così di seguito. 
8.4 '^ 



,> 



Sacà pertanto 

A. 'a a. 4 a. 4. 6 J * 



<e se 



facciamo x* = — *' , si avrà 

y s= A( cosi v^ — 1 sen t) { 1 — — ut* h- -^ **»* — 

•^ ^ ' ' '<• a • 2.4 

— ^—^m^t^ ^ ec.\ y che è una funzione 'dell' arco i^ e del 
2.4.6 • J ' 

seno e coseno dello ^stesso arco . 

Veniamo ora all' equazione ^del secondo tardine 

l^^) ^j H- »my .C0S2X = o, essendo a una quantità picco- 
lissima ^ e cerchiamone i' integrale sino alla potenza «^ • Sup- 
ponendo 

j^ = Y H* jcY' H- iK*Y" e sostituendo.» avremo ìe tre -equazioni 
ti) (^)-^Y =0 

(2) {^) H- T H- /72Y C0« 2» = P 

(3) C-^)-hY''^mYcos2x^o, 

;le quali basteranno per la detcrmiu azione ili Y , Y' , Y'' . 
L' integrale dell' equazione ( i ) è 

y = p'senM H* 5 cosxy nel quale p e 5 rappi^sentauo due 
costanti arbitrarie j sostitueudo dunque questo valore nell' equa- 
zione ( a ) , si cangeià in quest' altra 

( -1-t) H- Y* h* mp sen cu cos 2x H- mq cos x vos 3x = o . 



Ora svolgendo i prodotti di seni e coseni in seni e coseni 
semplici , per mezzo delle formule 

Tom. III. E e 
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cosaxcosbx=s -i- cos{a 'i^b.)^ -i- ^cos (a ^ ò)x^ 
sen ax cos &» ==s — sen (aH-&)»H' — sen (a — à) x f. 
cos ax sen bx =s -i sen {a^ è)x — — sen {a — bjx y 

sen ax sen bx =2 ^ cqs ( a Hr 6 ) ar Hh — cos (a — b) x y 

avrema 

{^^^)^r^'!^sénx^'!fcosx^'!^ 

Ora cercando V integrale d^U' equaarione 

Ìt^ì)^^ ^^y = ^> abbiam trovato ( noi tralasciamo le costila- 
ti arbitrarie > poiché son& sufficienti, quelle contenute in Y ) 
y = 'flfEfcò^ax . Xdx — 'JUtìlfsen ax . Xdx ;. 

A ■ A. ' 

9 

dunque, facendo a = r ^ 

X = ^ se/7, a? — ^ cos « — J?^ se/z 3» ~ ^ cos sa; , si avrà 

9 a- a " 2 ^^ ' 

Y' = ^ se/z xf^cos X sen x — cos x sen 307}- cfaz 
' — ^ sen xf^cos x' h- cof o? cos ^x \ dx' 
^ cos xf^senx sen jx — sen w* J d^r 

^ COS xf'^sen x cos x •-+• sen x cos sxy dx . 

IjV integrarioni che richiede Y', ponno ottenersi o^per mcz-- 
20 delle regole date al Capitolo IV , onde avere gli integrali^ 
dei prodotti dei: seni e coseni, oppure con lo- sviluppare questi 
stessi prodotti in seni e coseni semplici y . e farne in seguito le 
integrazioni : neir uno e nel!' altro caso troveremo per Y' un' e- 
spressione , la quale conterrà dei termini , ove si troveranno i 
; prodotti dei seni 6 coseni^ ma che potremo ^ quando ci piaccia, 
ridurre a sol còntenej;e i seni e coseni degli archi multipli , non 
mai moltiplicati tra loro ,. e ciò per mezzo delle formule che 
ho qui sopra riferite. 
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Per quanto non vi sia alcuna difficoltà per avere T- inte- 
grale o valore di Y' sotto quest'ultima forma, pure il calco- 
io , benché facile , è però sì lungo e tedioso , che preferisco 
un artifizio di Analisi impiegato d«l Sig. La -Place, onde giun- 
gere allò stesso risultato . 

§. 2ao. Riprendiamo per questo V equazione 

f^) ^Y -^sentx: -^^cosac ^^S€hsx'+^ cos 3x=o, 
.e rajppresentiamo per Kx sen x h- Bo? cos x la parte di Y' che 

cprrisponde ai termini — ^ sen a? h- — cos a? ; A , B essendo 

22 

^ei coefficienti costanti > che bisogna determinare . Noi avremo 
in questa supposizione Y equazione 

4aA cos X — Ax sen x — aB^se/i x — Bic cos x •{• Ax sen x «-f- 

Ba? cos X — ^ sen ^ h- — cos a? = o , che ci dà A =i= 

2 2 

- — :!!^ , B = — ^^ . Quanto ai termini ^ sen^Xt ^ cos 5»> 

a. 2 2.2-*- 2 "2 " 

<ìsservo che generalmente parlando ^e si incontra neir equazio- 
ne differenziale in Y' il termine 



K 5672 ( i*a? H* e ) , ovvero K cos ( ftai -ri- e ) > e se sì rappresen- 
ta per Msen ( /xa? h-^ ) > ovvero M cos (jix -+• ^ ) la parte di 
y che vi corrisponde y si avrà M =;= ^ j dalchè se ne rica- 
va che i termini ^ sen ^x , ^ cos 3» producono neir espres- 
sione di Y' la quantità 
^ sen 30; H- ^ cos 30? : il valore pertanto di T sarà 

Y' s= — ^ X sen x — ^x cos x 

4 4 

^ 5e/2 30? H- ^ cos 3* . 
L' eqaazionc ( 3 ) > sostituendovi questo valore » diventa 
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^ X . sen 3« — ~x cos ^x h* ^ sen 5 jc h- !^ cos 5* . 

Rapprescntiama per 
( Ax*^ H* Bjc ) sen x .h- ( Ca?* -t- Da?. ) cos x 
la parte dell' espressione di Y" ch& corrisponde: ai* due- termiiiL 

e fatta Y opportuna sostjtnzionc néìV equazione differenziale >, it 
paragone dei termini simili ci darà 

»V . -R 3W-V . P; «V . Ti 3«>V ,. 

se si ra^ppresenta. in seguito per 

( Moc H- N ) sen 30; H- ( Pa? H- Q ) óos 3X 

la pane di Y*' che corrisponde ai termini 

— 5!* X sen ^x ,: e -^ -^ a? cos ^ r sì troverà: 

^ 64 ' 256. * 64 ^ 356. 

Finalmente k parte di Y" cowispondentc ai terminii 
2^5672 5» e *J?fcossa?^ saia ^ sen sx -i- —^ cos Sx ì, 
di mòdo che il valore intero- di Y" , sarà 



•" » 



JUL fpx* -^±qx} sen X H-~ { qx* H* ^px} cosx: 
j^ {gjP -> JL jp J se» 3ar — -^ {pa? -4* ^ ? } cos3« 



• 



Rionenda.dou(|tt© i valori di Y,,Y'rY'S avremo 
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y =r p sen at -t* g cos « -f» -f ^ 5e/2 301 -t- ^ cos 3» — ^xsen x 



» _ -». - — .» 



|pa? ) C05 a? — ^ {qx — ^p ) sengx; ~ |- (pa? h- 



^ q ) c(M 30? H- j^{ sen sx ^ y^ cos 5 » } «% 

che sarà il valore approssimato di y spingendo V approssimazio- 
ne sino arile potenze seconde inclusive di a . 

Ordinanda q^uesta stessa espressioaa secondo i seni e cose- 
ni > si ha 

-*- i! ÌP<- ' -^ ^) — ^ *} «™ 3* 



it^t 



Si vede come davi-caimo regolarci per spingere 1* appros- 
simazione alle potenze superiori . / 

§. sai. L' equazione molta più generale 

può integrarsi con lo stesso^ metodo. 
Facciamo infatti 

i; c=: Y H- «Y' -f »Y" H- «'Y'" -h ec. ,, ed avremo 



(£1) ^»(^) ^ «Vi?!r) ^»'(^Y^)H.ec.l 

- «'Y - «a^r - «*a'Y" - «'a'Y"' -^ ec. j 

•' (T M- «Y" -i- ec.) (i^) H- ^(Y- -f «Y" -f ec.)' (g) f ec. : 



222 MATEMATICA S^UBtlME 



Se ora eguagliamo tra loro i coefSciienti delie respettivc 
potenze di «e si troveranno V equazioni 

(i)... ..(^)^a*y =:X, 

(a) (^)-.,rT' =Ha:,Y), 

(3) (^')-*i^Y"=Y'(^|), 

(4) • • • • ('^)-^T" = Y"(^)H-^Y-(^), 



ec. ee. 

Il secondo membro dell' equazione (2). è una funzione di 
07 , da che sarà Y dato dall' equazione ( i ) : il secondo mem- 
bro deir equazioae (3) e una funzione di or, da che le equa- 
zioni ( I ) , ( 3 ) ci avranno dato Y , Y' , e così di seguito . 

Il metodo generale da noi spiegato si applica ancora air iur 
tegrazione per approssimazione dell' equazione lineare di uà or- 

dine qualunque n 

(fy -ì- b ip ^ qx) (^) -i^ e {p -^ qxy {^J ^ H- 

m (p H^ qx) ( j^) = X H- «^ (^ ^y) essendo a^b^c ec, 

m ^p yq quantità costanti : X funzione di x ^ e p {x ^y) fun- 
zione ài X e Ai y . 

Facendo j^ a= Y ^ aY' -4- «*Y" ^ ce. , si hanno per deter- 
minare Y , Y' ce. , altrettante equazioni della forma della pro- 
posta, ma mutilata nel secondo membro del termine o^p^x^y) . 
Ponno dunque aversi i valori di quei coefficienti indeterminati 
per mezzo dell' integrazioni spiegate al §. 105. 

§. 222. Se noi poniaiiio mente a quanto abbiamo detto ai 
§§. 219, 220 , concluderemo che nella formula generale 

^ =^ Y H- «Y' H- ^^Y'' H- co. « la quale serve d' integrale all' e- 

quazione 

(^J — ary :=X ^ Mp{x^y)y i coefficienti Y,T,Y" ea , 
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sono tante funzioni dell' arco x » dei seni e coseni dello stesso 
arco , e dei seni e coseni dei suoi multipli 2X , r^x ce. . Suppo- 
niamo che questo valore di y si ordini secondo le potei^ze di 
X : è manifesto che et prenderà la forma seguente 

y = P ^ Fa? -h PV H- P'^a' H- ec. ; P , F , F' ec. essendo 

funzioni di seni , coseni di x e dei suoi multipli . Ora acca- 
de talvolta in Astronomia che ci abbisogni eliminare dal valo- 
re di y y arco a; , e ridurre questo valore ad esser solo fun- 
zione di seni e coseni. Per esempio nell'espressione del rag- 
gio vettore dell' Orbita dei Pianeti , che Y itrtcgrazioue delF e- 
qiiazionc da cui dipende ci. somministra , si trovano dei termi- 
ni , i quali non racchiudono solamente dei seni e coseni dell'an- 
golo percorso , o dell' angolo proporzionale al tempo , ma an- 
cora r angolo stesso : ora se questi termini dovessero entrai© 
nel valore del raggio vettore , ne seguirebbe che questo raggio 
potrebbe aumentare all'infinito^ ciò che sarebbe contrario all'os- 
servazioni ; bisogna dunque che le potenze dell' arco vi entri- 
no in maniera , che 'esse nel loro insieme siano eguali a dei se- 
ni e coseni , e quindi Y espressione del raggio possa barattarsi 
in un' altra che non contenga in modo alcuno lo stesso arco : 
allora col crescere dell' angolo aumenterà sino ad un certo li- 
mite il raggio; quindi scemerà per aumentare di nuovo ec. Onde 
ottenere simili trasformazioni , seguirò Y elegantissimo metodo del 
Sig. La -Grange, da lui dato negli Atti di Berlino del 1783. 
Sia proposta un' equazione differenziale di un ordine qua- 
lunque 72 tra le variabili y ^ x^y mentre x non vi entri sotto u- 
na forma algebraica : supponiamo che 1' integrale completo sia 

^ = P H- P'^ H- P'V -+ ec, , essendo P , P' j P" ec. , funzioai 

di X in seni , coseni ed esponenziali,, e di un numero n di co- 
stanti arbitrarie a ^ b ^ e ec. , in modo che le differenze di qne- 
ste funziopi relativamente ad x non contengano già mai questa 
variabile sotto una forma algebraica . Quest' integrale può esse- 
re ó rigorosQ o semplicemente approssimato, purché in quest'ul- 
timo caso egli soddisfaccia all' equazione differenziale senza che 
sia necessario sviluppare in serie le sue funzioni trascendenti*. 
Differenziando successiivamente n volte quest' integrale ^ si avrà 



K 



224 MATIMATJCA SUDLINfB 

sF " } »■ H- ec. 

«e. «e. 

è questi valori di j^ , (S)>(7^) ®^' (§) soddisfaranno alF^- 

quazione differenziale, qualunque ^iano dValtr'onde i valori del- 
le costanti a^b ^c ec. 

Ora siccome la stessa equazione non contiene re sotto una 
forma algebraica, €Overi:à che nella sostituzione dei valori pre- 
cedeQti 9 i termini i quali si trov^cauno moltiplrcati per le di- 
ver-se potenze di x^ spariscano da se medesimi; dunqne anche 
i primi termini di questi vajori , i quali non sono moltiplicati 
per 07 j e non contengono a? sotto una forma algebraica , do- 
vranno soddisfare soli alla^ed^sima equazione : dunque essa -sa- 
rà soddisfatta da questi valori 

y = V 

«e. 



Siccome poi le quantità a ., ò , e ce. , che entrano in que- 
sti valori , restano indeterminate , esse potranno esservi supposte 
costanti o variabili a piacere . Supponendole costanti ^ i vnlori 
dì cui «i tratta 9 non pouno sussistere insieme^ poiché quello di 

( ^ ) flou è la diffei^nziale di quello di ^ ^ € lo stesso si dica 

degli altri ; ma rendendo le medesime quantità a^b j e eci va- 
riabili possiam soddisfare a queste condizioni . Per questo basterà 
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fare in modo che la difFereaziale «di y y facendovi tutto varia- 
re 9 sia eguale .al valore ili {^^dx qui sopra trovato; che la 

differenziale del valore di (J)> facendovi tutto variare^ sia 
eguale al valore di ( j-^ ) do? > ^e così di seguito sino alla diffe- 
renziale di ( ^jp:^ )> cTie dotrà eguagliare il valore di (0)djc, 

Ricaveremo di qui un numero .72 d'equazioni di condizione, che 
basteranno in conseguenza a deteraiinare le n arbitrarie a^h^c ec. 
divenute variabili : sarà allora j^ = P T integrale dell' .equazio- 
ne diflferenziale proposta . L' equazioni di «condizione saranno 
dunque 



dx' ^da'^.dx' ^di^\dx^ ^^dx 

P'} dx, 

.(f)d,..(-l)(g)d«-.(^)(£)d,^ec. 

.ec« 'Cc* 

^ così di seguito . Scancellando ora i termini «che si distruggo- 
no in queste .equazioni , esse divengono 



((S)H-(f)}(Ì^)<?»H.{(5t)H.{f)}<ft)d«-.ec. 



-{ ( ~ ) H- aP" )• dx » e così 4i seguito . 



Tom. IJL !• f 
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§. 223. Considerando la forma delle precedenti ed[uazioni » 
e conje esse derivano dall* integ^wle 

jr === P H- aF H- oy'P" ^ a?'P''' ^ ec. , 

vedremo che per trovarle basta i"*. Eguagliare la diflferenzia- 
le deir integrale, presa facendo variare soltanto le costanti a, 
b j e ec , alla differenziale della stessa integrale , presa facen^ 
do solo variare Y arco del cerchio x : 2*. Differenziare succes- 
sivamente quest*^ equazione n — i volte, facendo, variare x per 
tutto e riguardando a^b%c ec. , come costanti: 3**- Scancella- 
re^er tutto, i termini moltiplicati per T arco del cerchio x e 
Ifi sue potenze y così avrenci subito 



/ 



<(£)-(fV-(^>'-«'>(S 




a.P"ae 



S^''^^ -+ ec. ) dx: 
•+ ec*> 

In seguito 

* 

•*• ec. 

V.^cf«»Jl»'' ^ixim' ^4»^ J^^dx' 




r» ) -*^ 



\yd»*db ^ ^ dxdh' ^ di * J ^d3c^ 

4 (^) ^ 6^" ■*■ ec.} dx i 

-f ec^ 

e così dì seguito sino all' 71 •*— 1 differenziale' «. 
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Scancellando ora i termini moltiplicati per a? , 1* integrale 
6Ì ridurrà a j? = P , e si avranno per la determinazioae delle 
quantità n , 6 , « «e. 1' equazioni 

« così di seguito > il numero dell' equazioni essendo eguale all' iu- 
ilice deir ordine dell' equazione diflbrenziale . 

Allorché quest'equazione non è che del primo ordine, ba* 
sterà neir integrale aver riguardo al termine che contiene la 
prima potenza dell' arco x , poiché la prima equazione di con- 
dizione non dipende che dalle quantità P>P; allorché l'equa- 
zione differenziale sarà del secondo ordine , bisognerà aver an- 
che riguardo al termine dell' integrale moltiplicato per a;* , poi- 
ché la seconda equazione di condizione dipende ancora dalla 
ijuantità P'' , e cosi di seguito . 

Rendiamo piii chiare queste Teorìe con un* esempio ^ 

li' integrale dell' jequazione 

(^) H-^ -4- amy eoe aa? = o da noi assegnato al (3i2o)> è 



y^ 



p/ =1 ^ sen a? H- j cos x ^ ~ p sen $x H- "^ q cos 3» — 
l—q sea a? H* — p C05 a? ) a? , quando non si spinga V ap- 

4 4 

prossimazione al di là della prima potenza di «. Quest'integra- 
le contiene, come si vede, 1' arco dì circolo a;, mentre quest'ara 
co non si ritrova nell' equazione differenziale . Per eliminarlo 
faremo uso del metodo qui sopra spiegato : sarà in conseguenza 

P = p 5^72 a; H- g C05 a: ^^psen 3* H- ^ ? <^os ^x 



f 
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dm 



— {q sen x.'^p cos x y 



d? \ ^^^ ^ » OLm 



(-^) = senx^^sen 3x ,. 



d? \ ^^« _ . *w 



l-^) == cos x^--^ cassar. 

JzL^ ] = — — sen X y 
(.^) =,_^2 COI* Mr-Kpfea»., 

^ dx. 4 * ■ 

C: Je. equazioni, per determinare p e 5 >• saranno» 

<fjp, sen a?, -i- cf 2 cos a?. H- « { JJ <Ìp «en 3« -K ^ % cosv 3* ^ 



-^ « / * 5 se/2 » -h ^p.cos.x y dx ,, 
djp. cos x: — dq sen x. Hr «• {^ cifp cos 3» — ^ dp. cos x: -*- 
2^ dg sen 3» -- - jp sen a? } dx = — « { -^ 5 cos a? — 

~p sen X y dx .. 

Se noi snpponiamaji>=^e*'^*,, 5 = Ae* ' essendo- A, ft due- 
costanti arbitrarie da determinarsi , e trascuriamo m. quelle c- 
guazLoni i. termini che. risulterebbero, moltiplicati per •* ,. diver- 
ranno, essa 

dp sen X -h dq cos x = — — {qsen x-^p cosx } dx: 
dp cos X -— dqsen X. = — tUL^qcos x — p senxydx. 
che si riducono a quest*' altre: 
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<fp =3 — ^ qdx y dq== — ~pd»^ . 

Sostituiamo per p e- q ì soppottii valori >. e troveremo- 

* 

£= =t — ,. A = =F r ,. quindi 



^ • 



— *• — *' 

=z€^ ^ 5 = — e * ) ovvero 

^ elfi» cti» 

jp =i e ^ r g= e * . Se moltiplichiamoci primi valori di 

P ^ ^^ 2 P®^' ^°^' costante arbitraria Bvjed i secondi per nn' al- 
tra. B' , soddisfaranno a quelle dne equazioni anche: p s= 

Be ^ > ? = — ^^ r ovvero p = Be ^ > g = Be ^ ; 

ed. essendo le dette equazioni lineari r soddisfaranno anche ad 
esse queste due: espressioni 



CtN» AffiT' 

X' — — «• 

5 = — Be ^ H^ Be * . Per questo uvil;!ìo -airòdotte due 
nuove costanti arbitrarie B , B' 9 e sai^ 

j|t =: p sen «? •+ 2 ^^^ ^ "^^ ^ P 5tfirz 30? H* ^ g co* jx 

purché per p e q pongansi i ritrovati valori'; quest' integrale non: 
conterrà più V arco x sotto forma algebraica . 

_ §i 224. n metodo spiegato qui' sopra taoto^ per integrare u- 
na. equazione differenziale del secondo^ ordine , quanto per eli- 
minare dair integrale gli archi di cerchio y può estendersi alla 
ricerca dei valori di un. numero qualunque di quantità funzio- 
ni di una variabile , tra le quali, sussìstano un numerò eguale 
di. equazioni differenziali del secondo « ordine . . 

Siano x^y^z tre funzioni incognite di una quarta varia- 
bile t y ed abbiansi queste tre equazioni- 
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ìTS 



(^) H- fc'j' == M' H- «N- 

nelle quali M}M',]\Ì" sono fcmzìoni razionali ed intere dei 
geni e coseni dell' arco ti ed N , N' » N" funzioni degli stessi 
seni e coseni e delle varial)ili ocyy,Xi combinate ia qualunque 
modo tra loro . ^opponiamo 

a? = P -|. «F -f «'F' H- ee. 
^ = Q H- «g H- -«VJ" H- ec. 

■ 

Se noi indichiamo ora per 

ciò che divengono le quantità «N , aN' > aN'' , allorché vi so- 
fitituiamo i supposti valori di a? > ^ > j& > otterremo qoesta equa- 
zione 



l8)».<S)-f- 






la quale ci dà 

Nella stessa gaisa troverenao 

(g:)-+<»*Q' = T, 

ec. 



M rh ijS H- »*Sr H- ec. 



/ 
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</»» 



ec. 

Così si avranno i coefficienti P>F ec, Q,Q' ec, R,R' ec. , 

cBe entrano nei termini componenti i valori approssimati di 

Per esempia. Proposte Ite dne equazioni 
(^) H- ctsc = csen f -^ «jj 

(^) -f* iy = e cos t ^ »x 

m 

sr potrebbero avere i valori di x e di y espressi in una serie 
ordinata per le potenze della quantità. » i facendo infatti 



> = Q •*• «Q' H- «• Q -t- ec; 

si troverebbero per la determinazione dei coefficienti PyFjF'ec». 
QiQ' r Q" ec. , le seguenti equazioni 

(i??>H- «'P = c«e«f , 

(^?)H-*^Q =eco5f> 






\ 






ea ec. 



le quali si potrebbero integrare per mezzo delle dottrine spie- 
gate nel Gap. IV. 

Quando poi nelle espressioni trovate si incontrassero archi 
di circolo' 9 questi si eliminerebbera come abbiamo insegnato ai 
§§. anrecedenti . 

§. Z25. Quando una delle costanti arbitrarie fosse unita alla 
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variabile rappresentante T arco idi , cerchio , si avesse cio^ 

jf = P H- F ( ^ H- A ) •:h P' ( X H- Ay H- ce. 

allora per il successo deir , eliminazione degli archi di circolo 
converrebbe ;procurare di trasformare questa serie in un* altra ^ 
la quale xion avesse la costante A in questa situazione ; senza 
una tale avverteqza , il calcolo fatto per 1' eliminazione .degli 
archi ci porterebbe alla stessa serijB 

y = J? '^ Y [x ^ A) j^ ec ^ ,come è facile yerificare .. 

Allorché poi V equazione .differenziale contiene essa mede- 
sima degli archi di circolo ^ sembra che V integrale ilovrebbe con- 
tenerne necessariamente . Vi sono frattanto dei casi nei quali 
questa conclusione sarebbe falsa ^ e perciò molto interessa ave- 
re il metodo di farli sparire da^li integrali di j^uesta sorte .d\e- 
quazioni differenziaU . 

Data un' equazione 'difTerenziale di un ordine qualunque n 
tra y ed x , nella quale x entra sotto la fwma algebraica , po- 
trera semfire dedurne un'altra dell' ordine n h* i che non con^ 
tenga alcuna funzione algebraica di x: basterà per -questo .eli- 
minare la X da questo funzioni per mezzo della proposta e del- 
la sua differenziale . Il risultato di qucst' eliminazione sarà nn'e- 
quazione differenziale dell' ordine /z H- i > che noi potremo con- 
siderare come r ceduazione data e quindi applicarvi il metodo 
esposto^ 

Ma senza .cercare questa nuova ^qnadooct basteràr riffet- 
tere che nell' equazione differenziale della proposta le funzioni 
algebraiche di jk .non ponno avere origine che dà ijuelle della 
medesima specie ) ]e .quali si trovano Bella proposta stessa ( a ) . 
Così eliminando la x dalle funzioni algebraiche con V ajutp 
dell' equazione proposta e della sua differenziale y otterremo lo 
stesso risultato come se in queste funzioni fosse ,x ^h in luogo 



I " . — *■?»■ ■ ■ ■ ■ ■»■■■ " ■ ■ V I I ■!■» . 1 t ■ ■ I I . I | l 



(a) Imperocchà ifloi suppooiamo «empre ^cbe 1 integrale non contenga 
funzioni tiAsueodenti di ^^ le qnali possano darne delle algebraiche per la 
differenziazixiQe; .^alabè ne segue, che Aieppure nelT equazione differenziale 
proposta ponno trovarsi funzioni .di tal fatta . giacché queste non sareU* 
bero originate che da quelle dell' integrale suddetto. 
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^ì x^h essendo iiua costante qualunque; d*onde ne segue che 
cangiando nell' equazione differenziale la x delie fonzioni alge- 
braiche in x ^h hy si avrà an' «equazione 9 chtj sarà V integra- 
le completo -di quella dei T ordine /z h* i senza funzioni alge- 
braiche , h essendo la costante arbitraria . Il valore di j ^ il 
quale soddisfarà alla proposta^ dopo la -sostituzione di cui si trat- 
ta , sarà anche Y integrale finito € completo di quella che non 
avrebbe contenuto alcuna fnnziode algdjraica di Xy essendo A , 
a ^b^c ec. , le costanti arbitrarie . 

Mentre dunque T arco a? entrerà uell' equazione differen- 
ziale di ar e di j^ , e vorrà eliminarsi quest' arco dair espres- 
sione completa di j, bisognerà cominciare a sostituire nelle fun- 
zioni algebraiche di x dell' equazione differenziale x ^^li per 
X ; ne cercberemo in seguito V integrale con i metodi ordiiia- 
r] 5 procurando che la costante A entri anche nelle funzioni tra- 
scendenti ^ le quali nloldplicano le potenze di x: infine fare- 
mo sopra questo integrale quanto prescrive la regola del §. 2123 
facendo variare le costanti arbitrarie h^ajbyC ec-^ e suppo- 
nendo che r equazione differenziale che vi corrisponde sia di 
un ordine maggiore di un' unità di quello della proposta * 

Per esempio . Sia proposta V equazione 

{^) = (iH-2«*a?)V(i — y)^ il ^^i integrale completo e- 

satto è ^ = ^en {x ^ ^x^ ^ G) ^ C essendo la costante ar- 
bitraria . 

Supponendo al solito rappresentata da u una frazione pic- 
colissima ^ cerchiamone T integrale approssimato, s[>ingendo T ap- 
prossimazione sino alle potenze seconde di • esclusive . Sia per- 
tanto j^ = P H* «P' > ed avremo 



(£) ^ a(g') =: (1 H-a«flc)v^(i — F — 2PF«)==(i H- 



itft 



H- 2a(?v^(i — P').«, quindi 



V(i-P*) 
(£) = v/(i -F), 

Tom, IH, G g 



•^ 



9^4 Al A T B M A T I e A SUBLIME 

Integrando queste dae equazioni , si trova 
P =a sen ( 07 H* o ) 1 P' = oc^cos{ x -^ a) 
essendo a la costante arbitraria ; sarà dunque 
y t=^ sen (oc ^ a) ^ mx^ cos {x ^h a) 

Y integrale approssimato. 

Ora quest* integrale contiene Y arco di cerchio x sotto for- 
ma algebraica ; converrà dunque eliminarlo y onde non vi si tra- 
vino che trascendenti . . 

Secondo ciò che abbiam detto qui sopra , poniamo x •i* h 
invece di x néìY equazione proposta : essa diverrà allora 

(£) = ( 1 ^ a«^H- 3^0(7) v^( 1 — ^*)>la quale si trasforma in 

(^) = (ot H* aaa?)i/(i — y )i facendo i H^ 2a^ = to, 

L' integrale poi approssimato di quest' equazione sarà i o^ 
perando come qui sopra 

y = sen ( mx H* a ) *4* »x^cos ( mx ^a) ^ te. in cui si tra- 

vano due costanti arbitrarie m^a. 

Questo valore di y possiamo considerarlo come Y integra* 
le completo approssimato di un' equazione differenziale del se- 
condo ordine , la quale non contiene funzioni algebraiche dell* ar- 
co a? ^ mentre d* altr^onde contiene esso questo arco medesimo. 
Determiniamo le due costanti m eà a ^ secondo la regola del §• 
»23, ed otterremo allora reliminazione di queirarco dall' integrale- 
. . Secondo la stessa regola , paragonando il nostro valore di 
y con quello che è ivi sapposto > avremo 

P = sen ( /72wT •+• a ) > F = o , P" = « cos ( mx --j- a ) > 

ò ^= m^ db =s dm^ e quindi T equazioni 

cos{ mx -h a) . da H* cos{ mx ^\* a) . xdm = ó 

— sen ( mx •+• a) .m.da — sen ( mx -^ a) . mx • dm ^ 
cos { mx ^i^ a) dm =s %^ cos {mx ^ a) .dx^ 



CALCOLO IKTEGTIALE C A P; VIU. Ù^S 

« « 

che si riducooo alle due più semplici 

da H- xdm = o ♦ — a « dx h- dm = o ; 



Avremo dunque m = 2ax -^ A% a = — «a? H* A , essendo 
A' 9 A due nuove costanti arbitrarie , e quindi y = 5e/2 ( A'x h* 
«.x*H*A) sarà l'integrale approssimato, da cui sonosi elimi- 
nati gli archi di circolo . Delle due indeterminate A' , A una 
sola A è arbitraria , e f altra dee prendersi eguale all' unità , 
come si ricava dalla sostituzione del valore di y nella proposta • 

Né faccia sorpresa che un int^rale semplicemente appros- 
simato abbia . dato Y integrale esatto , poiché se avessimo conti- 
nuato r approssimazione , non avremmo trovato che dei termi- 
ni moltiplicati per x^ j x^ ec. j e per conseguenza niente questi 
avrebbero aggiunto ai valori di quelle due costanti m ^a . 

Chi brama una maggiore estensione in queste dottrine , con- 
sulti la sopra citata Memoria del Sig. La - Grange » ed un'al- 
tra del Sig. La -Place del 1777. 

§. 226. Alle equazioni diflTerenzìalì di secondo ordine può 
estendersi il metodo d' integrazione dato per quelle del primo 
al §. 192. Eappre^ntiamo infatti per 

(^^) == F(a?,^7(^)) un'equazione qualunque del secondo 

Mot '•»^ 

ordine , e supponiamo che V integrale completo di essa sia y = 
f^x^a^b) essendo a yò le due costanti arbitrarie . Dando ad 
a un valore particolare = h ^ ed alla h un valore particola- 
re = /^ sarà f(x yhjl) un valore particolare di y^ che rap- 
presenteremo per p , e chfi supporremo conosciuto in una ma- 
niera qualunque . 

Facciamo frattanto a =: h ^ i y 6 = Z H- e^ e sviluppia- 
mo la fonzione f{xjh'^ij ÌH-e) in serie ascendente se- 
condo le potenze ed i prodotti di f , e di e ; il primo termi- 
ne sarà f{xyhyl) = p^ e g^i ^l^ri termini avranno la foriua 

qi H* ri* H* ec. 

q'e '^ rei h- «c. 

^ r e H- ec- 

q ^T^q yT eciy essendo altrettante funzioni di x, 



9^ MATEMATICA SUBLIME 

Se qTiest* espressione di y si sostituisce nell* equazione del 
secando» ordine , converrà che essa si verifichi indipendentemen- 
te dalle costanti ì > e ) le qaali debbono» dimorare: arbitrarie ;. 
dunque nell' equazione 






= F 



l 



-*- e(^) -*• ed J V. -*• ej •+ ec^ H-e(^)-hec. 

sviluppando il secondo membra per le: potenze- ed i prodotti 
delle costanti arbitrarie 1^5 e, ed osservando che 

(f[!J^) = F ^ >py(5^)"}ril paragone dei termini y i quali con-- 

tengono le stesse dimensioni di quelle costanti r ci darà le e-^ 
qnazioni differenziali necessaria per la determiaazion& dei coe^ 
ficientì q , q ec. > r, r 1 t ec Infatti facendo^ 



(O- = rg H* ec. 
eq H- ea ,. 



ff —^•($)H^ec. 



^ ( — ) H- ec. 7, quel secondo membra diverrà: 



= FC.T,i> H- w,(£) -^ fl) = F(a;,p, (g)) H«cc•(i£>-^.ecr.. 
-f fatto avendo! p'=(^)"J; quindi 

( ^--1' ) = 5 ( f? ) -{. ( ^ ) . ( ^ ) ;; per soddisfare alle quali equa- 
zioni basterà trovare- degli integrali particolari . 

§. 237. Riguardo alle equazioni diflFèreazialt degli ordini , 
superiori > non ' si hanno regole d' intcgraarione cbe per certi ca- 
si particolari , e di questi abbiamo parlato nel Gap. TV" > e nel 
principio del Gap. VII . Perciò io non mi trattengo a discor- 
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rernc (a)- Soggiungo soltanto relativamente alle ejjtì'azioni dif- 
ferenziali del secondo ordine , che considerate Geometricamen- 
te esse ci rappresentano una proprietà del raggio di curvatu- 
ra . Infatti contenendosi nella formula esprimente questo raggio, 

la quantità {—^)t potrk essa eliminarsi per mezzo» di una e- 

quazione proposta , e* trovarsi il raggio R' dato» per x ^y r{^): 

avremo iu questa maniera il rappottot tra il raggio di curvatu- 
ra r 1' ascissa 9 l'ordinata e la tangente del punto cui quello 
conviene : anzi generalmente parlando> una data equazione dif- 
ferenziale del secondo ordine ci somministrerà la relazione che 
una quantità appartenente ad una proprietà di contatto del se- 
condo ordine r o xmg proprietà, qualunque Geometrica o Mec- 
canica espressa pch: mezza dei diiìerenziali secòndi> ha con Ta- 
scissa^ r ordinata e la. tangente- corrispondenti: allo stesso- punto. 
Verrà occasione in seguito» di tornare* sopra quéste consi- 
derazk^ni» 



( a ) A qaesto proposito ponno i Lettori consaltare' 1* nltima Sezioni 
deila^ secoada parte del Calcolo Integrale d* Enier , 



as» 






C A P. IX 

Integrazione delle Equazioni 
a più Variabili, 



I 



poniamo che j' , «» dipendano in una maniera qtjalunque da ^» 
che equivale a dire siano funzioni di a?, per quanto nulla sia 
stabilito sopra la loro natura , abbiamo veduto al §. i o che la 
differenziale di P è 



{^) dy~¥ { — ) dz ^ e quindi abbiamo conclasò (15) che 

una qnantitk diiFerenziale 
ISldx H- Nffy -h Bdz 

non può prendersi per una differenziale esatta dV di P> se non 
hanno luogo queste tre equazioni di condizione 

^di'^^Txf' ^liif^^'di^'* ^d^^'-'^Jy' 

Data dunque una tale espressione da integrarsi , bisogne- 
rà prima esaminare se han luogo quelle condizioni , e quando 
ciò non succeda, è inutile accingersi all' integrazione . 

Se le variabili fossero quattro, e fosse proposta la quan- 
tità differenziale 

Mdx H« N(fy -i- Hda -h B.du 

non potremo averne la funzione P » che ne sia 1* integrale , 



p « 
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senza che abbiansi soddisfatte queste eqnaziooi di condizione 

e così di seguito per un maggior numero di variabili . 

Allorché non sono soddisfatti questi criterj o condizioni > pos- 
siamo assicurarci che la quantità differenziale proposta non è 
il risultato di una differenziale eseguita sopra di una funzione 
contenente le variabili , i cui differenziali si trovano nella pro- 
posta medesima ; si può dunque asserire che una tal differen- 
ziale non ha 9 né può considerarsi avere integrale . 

Per esempio , la quantità differenziale 

(y •^ yz) dx ^t* (x ^ xz) dy ^ {xy — 2az ) dz 

e una differenziale esatta > poiché sono soddis£itti i crìter; d' ia« 
tegrabilità , essendo 

/{{y '^ yz)dx ^ {x ^ xz)dy '^ (xy --r:- fxaz)dzy = 



xy — afe* -+• zxy . 

Quest' altra espressione differenziale 

(ay ^ yz) dx ^ {x ^ xz) dy ^ {xy — aaz ) dz 

non ammette integrazione ) poiché non sono adempite le Con- 
dizioni d' integrabilità . 

Quando nella funzione F (x ^y y z) le due variabili y , z 
si considerano come funzioni della terza x y per quanto non si 
sappia quali esse siano > il Calcolo Differenziale ci dà subito 

dF = (g) d« H- (|) (^J d» -Kf ) (i) <i« = (g) <fa -1. 



\ 



240 MATIMATICA :SUBL1M1 

ma se delle tre variabili x^y yZ noi considerianio x ed y in- 
dipendenti tra di loro , e z come funzione delle dne medesime 
x^yj il Calcolo Differenziale ci dà allora due difFerenzc par- 
ziali della F , nua riguardo ad oc , Y altra riguardo ad y , U qua- 
li (25) sono 



dx* ^ dz^ ^ dx 

(f;) dy -^ i'i) i'i) dy: 

la somma dì queste due differenze parziali ( §. -26 ) (pi dà la 
dif&nenza totale della F in questa ipotesi 9 e sì ha 

quale ( essendo d^ = {—) dx '^ {'^) dy) , diviene 

^F ^ ifj dx ^ (f^) dy ^ {ilydz . 

Proposta dunqop una quantità dìfferenziaJis 
Mdx H- ì^dy H- Jidz^ 



sia che le variabili y^z sì considerino come funzioni di ar, 
sia che la variabile z si riguardi come funzione delle altre due j 
essendo queste indipendenti tra loro , le condizioni le -quali deb- 
bono essere soddisfatte affinchè nel primo paso I4 data quanti- 
tà sia la differ€0ziale esatta di una funzione V {x ^y y z) ^ e 
quelle acciò nel secondo caso la stessa quantità differenziale sia 
l'aggregato delle due differenziali parziali esatte di F{x^y4 
z)j o la sua differenziale totale «satta , sono le medesime, fjo 
«tèsso ha luògo per le differenziali di «n qualunque numero di 
variabili. 

§ aa9. Data un'equazione Vs=ro fra le variabili x^y^ 
z'y delle quali una, per esempio !a z^ h riguarda come funzio- 
ne delle altre due, non solo ponno ( §• a8 ) dedursi da essa due 
altre equazioni a differenze parziali .che abbiano luogo insieme 
con lei , ma ancora un'equazione differenziale totale della forma 

Vdx H- Qdy H- 'Rdz = o ; e come queir equazione V = o si 

considera Y integrale delle equazioni a differenze parziali , che 
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^ essa si dedncono j così si ìriguai-da inchb V »» e conjb V in- 
tegrale dcir equazione ditfercQziale totale 

Dunque proposta un* equazione differenziale 

Vdx H- Qdy -h E<i;s = ò 

€i dirà essa integrabile quando il suo primo membro possa pren- 
dei»si per una differenziale totale di una funzione V di tre va- 
riabili X yy -, Zi e si dirà non integrabile quando tal condizio- 
ne non sussista . Ma abbiamo detto al §. antecedente che 

Vdx H- Qdy H- T5 rfa è utia differenaiale totale , se le equazioni 

sono identiche , e non è quando non Io sonò ; dunque i crite* 
ri per i quali si conclude V integrabilità deir equazione 

Vdx -+ Qdy H- ^dz == o, sono dati dalle suddette equazioni. 

Di -qui concluderemo che non tutte Y equazioni della forma 
Vdx H- Qdy H- l^dz = o sono integrabili , ma soltanto quel- 
le i^r le quali hanno luogo quei criteri d* integrabilità . 

Accade talvolta che un' equazione 

Vdx H- Qdy H- B.dz = o^ non integrabile per se medesima , 

lo diviene in forza di un idoneo moltiplicatore : vediamo quan« 
do succeda . . 

Sia M funzione delle variabili x^y^z quel moltiplicato- 
re , e r equazione 

MVdx H* MQdy h- MRdz = o, dovrà allora essere integrabile: 

Dovranno dunque in questo cwer soddisfatte le rrft equa- 
zioni 

- Tom. IH H h 
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le quali t esegaendo le ditTerenziazioni ^ diverraniia 



P(f)-»-M(.-^) = Q(f)H-M(f). 
(H)....{ P(^)H-M(f) = R(g)H.M(f). 






Moltiplicando ora la prima di qneste equazioni per R f la 
seconda per — Q » la terza per P , ed agginngendole tattc in- 
sieme , dopo avere scancellato ciò che si distrugge > avremo 

(E)....R(|)_P(|)^Q(g)_R(g)-,.P(g)_ 
Q(^) = o, che sarà 1* equazione di condizione fra P, 

« 

Q,ll, la quale debbe sussistere, acciò la proposta sia capace 
di divenire integrabile in virtiì di un fattore M . 

L' eq nazione (E) è stata data da Giovanni Bernoalli . 

Facendo ora R = o , e supponendo che P e Q non con- 
tengano js , r equazione (E) sarà soddisfatta da se medesima; 
dal che concluderemo che un' equazione differenziale tra due 
Variabili Vdx -f ^dy = a, può divenire sempre integrabile , mol- 
tiplicandola con un idoneo fattore • Abbiamo dimostrato questo 
Teorema al §, i86. 

§. 230, Assicurati per mezzo del criterio qui sopra asse- 
gnato , che un'equazione può divenire integrabile, vediamo co- 
me effettivamente possa farsene T integrazione • Sia proposta T c- 
quazione - 



Vdx H- Qc?y H- RcTjs = o , che divenga integrabile per la mol- 
tiplicazione del fattore M: sarà allpra 

MPcfjp H- MQtfy H- MRdz = o , nna differenziale totale esat- 
ta di nn' equazione V = o , che dee ritrovarsi . Poniamo ora 
ia vece di d% il suo valore 

dz = (g) dx H- (^) dy , ed avremo 
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m {Vdx ^ R i^^) dx} 

M{Qdy^n{p^)dy} 

Dei due termini che formano il primo membro di qnest^c- 
qnazione, il primo M {Vdx -j- R(— ) dx'V debbe essere la dif- 
ferenza parziale di V riguardo ad a; , ed il secondo la differen- 
za parziale della stessa funzione incognita V relativamente ad 
y i per aver dunque la stessa V ^ basterà prendere f integrale 
deir equazione. 

MPdx H- MR ( ^) da? = o , ovvero MPdx h- MRdz = o nel- 

!a supposizione di y costante , aggiungendo per costaute arbi- 
traria uua funzione di ^-, la quale dovrà determinarsi in ma* 
nìera che la differenziale totale dell^ ottenuto integrale , sia e- 
guale alla proposta : oppure prendere V integrale dell* altra dif- 
ferenziale parziale 

MQdfy rr MRdz = o , nella supposizione di x costante ^ ag- 
giungendo in seguito per costante arbitraria una funzione di x^ 
che si determinerà » come abbiam detto . 

Si vede dunque che il fattore M nel primo caso è quello 

che rende integrabile Y equazione di due variabili Vdx -*- RcZz = 
o 7 e nel secondo 1* equazione Qdy h- Rds; = o : così la dif- 
ficoltà della presente ricerca si riporta a quella dell* integrazio-^ 
ne ordinaria dell' equazioni tra due variabili • 

Noi abbiamo considerato z come funzione delle altre du^ 
variabili x^y; avremmo anche potuto considerare x come fun- 
zione dì y G ài z^ ed anche y come funzione di a? e di js ; 
nel primo caso, T integrazione della proposta T avremmo de- 
dotta dair integrazione di Vdx h- Qdy = o nella supposizione 
di z costante y o dall' integrazione di Vdx h* Rdz = o Della 
supposizione di y costante ; nel secondo dall' integrazione di 
Rdz -h Qdy = o nella supposizione di x costante , ovvero da 
quella di Vdx ^ Qdy = o nel supposto di z costante . In sommi 
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r integrazione della proposta si riduce sempre air iqtegrazionc 
di una di queste tre equazioni 



Vdx H- Qdy = o , Vdx H- Rdz = o , Qdy h- B.(fz = a 

nella prima supponendo z costante, nella seconda y^ e nejla 
terza x ; e qualunque di queste equazioni si prescelga , sempre 
si ginguerà alla stessa equazione integrale . 

Si ricava di qui la seguente regola per T integrazione di 
un* equazione 

Vdx H- Qdy H- T^dz = o : 

99 Delle tre variabili Xyy^z se ne consideri una, per e- 
„ sempio js> come costante, onde abbiasi l'equazione 

„- Vdx -4- Qdy = o a due sole variabili x ^y : se ne cerchi 

9, allora V integrale completato con una costante arbitraria C : 

,) in seguito si consideri la costante G come una funzione del- 

„ la medesima Zy e presa anche questa lettera per variabile, si 

„ trovi la differenziale totale dell' equazione integrale, che ne- 

)y cessarìamente avrà questa forma* 

„ Vdx H- Qdy H- Sdz = o . Paragonando poi la differenziale 

„ ottenuta con la proposta Vdx -H- Qdy •+% Rdz = o , si avrà 

„ r equazione S = R la quale ci mostrerà come z entra nel- 
„ la composizione della costante C , ed in questa guisa otter- 
„ remo il dimandato integrale , il quale sarà completo perchè' 
), in C resterà sempre una certa, parte veramente costante ed 
5, arbitraria , che nella di luì differenziazione svanisce ,, - 

Se poi questa stessa regola si applicasse ad un' equazione 
non integrabile , la faccenda non riuscirebbe , e saremmo avver- 
titi dell'impossibilità dell'integrazione dal trovare G funzione 
di 2; e di altre variabili , il che è contro 1'. ipotesi , giacché egli 
debbe essere funzione della z soltanto . 

Per intendere anche meglio questa operazione , esperimen- 
tiarao r equazione inintegrabile 

zdx H- xdy -{- ydz =z o . 

Prendiamo z per costante , ed avremo da integrare 



/ 
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zdx H- xdy = o , ovvero — h- c?y = o , 



il cui intégrale è zlx ^-7 = 0, essendo C .nna funzione del- 
la medesima z . Prendiamo ora la differenziale totale di quest'e- 
quazione > ed avremo 

*'' • dy -i. dzlx =,{^)dz, ovvero 



zdx -h xdy H- da ( ac/ai? -a?(^))=:o: dovrebbe dunque essere 

dC 

a» 



xlx — x (— ) =y ì ovvero 



{—-) = Ix — -i , che è assurdo . 

Proposta poi V equazione integrabile 

supponendovi y costante y ci viene da integrare 

• • • . . . 

9.dx {y^z) H- dz{x H- j' ) = o ,' che diyenm differenziai* 

esatta moltiplicandola per -^ -, e si ha 

' * * = o , il cui integrale è 



a/(a7H-j')H-/(j'H-z) == C, essendo C funzione di y . 

m 

Inoltre la differenziale totale di questo integrale è 
— --— ^ H- -^ — — = (-r ) "7 > ovvero 
^dx {y ^. z)^ ^dy {y ^ z) ^ dy {x ^ y) ^ dz{x ^ 



y) = {-j-) dy .{x ^y){y ^ z)f che paragonata con la 

• "y \ 

proposta ci dà 

(^) d^ = c^G = o , e quindi C = A, essendo A una vera 

costante . . 

Sarà dunque 1' integrale completo 

(«H-;')"(j'-hz) = A. 



y 



(?) = ' = (S)'Cf ) = ' == ^f )» '^ ^"'^"° ^' ^°- 
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§. 1231- Facciamo alcuni altri esemp) . 
I. Quale è V integrale completo dell' equazione 

dx{y -hz) -i-cfy(a?H- z) -i- dz(;ux ^y) = 0? 

Esaminando primieramente se è suscettibile d'integrazione, 
il paragone di essa con la formula 

Vdx -+ Qdy -4- "Rdz = o , ci dà 

et 

tegrabilità 

R(^) - P(5) ■- QCf) - R(S)-P(?.)-Q(S) = °' 

diviene 

■ 

he ^ y —-y — «H-«H-a — a; — ^-i-J'H-« — x -^■ 

2 =: o ) ed è soddisfatto . 

L' equazione dunque ammette integrazione . Assicurati di 
ijuesto , supponiamo z costante , ed allora avremo 

da? (^ H- 2 ) H- dy ( a? H- » ) = o , ovvero 
J^.. ^ _ffAL = o , di cui r integrale è 

Z(a?H-a)H-^J'H-z)= /(z) , ed anche 
(a?H-s)(^-f«) = Z indicando per Z una funzione di z 

da determinarsi, e che dovremo determinare in maniera, che 
il differenziale totale di guest' equazione combini con la proposta . 

Questo differenziale totale è 
dx{y^ z) H- dyi^x -*• z ) -*- di ( a; H- j' -*• az;) = (f ) dz, 

ovvero 

da; ( j' H- z ) H- dy ( « H- z ) H- dz ( a; W- j^ ) H- d2 ( 32 — 

^rfz^\ _. Q ^ il quale paragonato con la proposta ci dà 
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92 — ( ^ ) = a , ed in conseguenza Z = ;&' h- Cost. Sarà 



dunque 

{x ^ z) {y ^ z) ^^ z -H Cost. , ovvero 
y^y ^^ yz ^ xz =:^ Cost il ricercato integrale conipleto . 
IL Paragonando V equazione differenziale 

dx{yy ^yz^ zz) ^ dy{zz ^ xz ^ xx) ^ dz{xx 
xy •+ yy) = o con la formula 

Vdx H* Qdy H- lR.dz = o , si ha 

V =^'yy ^ yz ^ì* zzj Q =i zz ^ xz ^{- xx y R == o^x 



«i-^J7, (S)=^ ^J'-^-^» (S)=J'-*-2^»(^) 






2y H- * > e perciò il criterio 
diventa 



^{yy ^ xy ^ xx) {y — 0?) -+ ^{yy ^¥ yz -^ zz) {z — y)^ 

a{zz •+ xz H- a?jc) {x — 2;) = o, che eseguendo le mol- 
tiplicazioni 9 trovasi formare un' equazione identica ì dunque la 
proposta è integrabile . " 

Per trovarne ^ r integrale > suppongasi 2; costante e sarà 



^* _• ^y 



o y il cui integrale è 



xX'hxz'-^zz yy^yz-^zz 

~ Ang. tang. -^^ H- ^-^ Ang. tang. -^-^ — f (2;) 
il quale per la riunione dei due angoli si riduce a 



\ 



9 



Ang. tang. !*« -*- j^g -<• *> ì Va _— y^^^,) , Poniamo dunque 



_filil^«j±i3L^ =: Z , e siccome è 
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1 ^^_^ 9%Z -f Jffc -♦• ^« — *> 



Z xy^xz-i-)& 



) SI avrà 



Z 4P> H- x« H->« *• 

xy-^xz-^^yn _ jze ^ p^ Abbandonata ora la funzione 2, po- 

niamo subito per V integrale della proposta 

y V ^ yg ,4 ,^yg ;-3 2 2= F2; , e presane la differenziale totale tro- 

« 

veremò (^) = o, e quindi 2 = Cast Sarà pertanto 
fLyj±!^!L:tyi = Cost. , ovvero 

jt;y H- ^^ -<• J'^. = C ( « H- J' H- 2; ) il ricercato integrai* 

completo . 

E qui osservo che talvolta Y equazione può essere integra- 
bile senza che sia soddisfatto il criterio d' integrabilità : ciò suc- 
cede quando la relazione tra le variabili dataci dall' equazione 
dì condizione non adempita y soddisfa essa medesima alla pro- 
posta differenziale . Tal relazione è allora un integrale partico- 
lare , perchè in lei non ponno ritrovarsi altre contanti , ^che quel- 
le contenute n^Ua differenziale data . 

Per esempio T equazione 

-^z — y) dx ^ xdy H*(j' — z)dz = o^ comparisce non in- 
tegrabile perchè i! criterio d* integrabilità z — x — .y = o noa 
è un' equazione identica : puic essa ha per integrale particola- 
re la stessa z — x — y =1 oy giacché facendo z := x '+^ y ri- 
mane soddisfatta la differenziale medesima 

{z — y)dx-^^ xdy H- (^ -^ z) dz =^ o . 

§. 232. Negli addotti esempj le variabili x^y^z compone- 
vano in ciascun termine lo stesso numero di dimensioni : ponen- 
do mente a questa condizione si può avere un metodo genera- 
le per trattare simili equazioni : eccolo . 

Supponendo dunque che i coefficienti P)Q>R dell' equazio»- 
De differenziai* 
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Vdx H- Qdy ri- ^.d^; = o siano fauzioni omogcbcc di * , ^ , 2 

jài un neméro i^oalnoqne ^ x)ì dìoa^eosiooi 1 poniamo x = jp^; i 
j^ = gz , e si avrà P ;= z'S j Q = z'T , e R = 2;' V , ove 
S , T , V saranno iunzioni vdelle due variabili p > g . Essendo poi 

cfa? =pdz '^ zdp y ,dy =^ ^dz -|- zdq , Ja. jiostra .eqtjaziotic 

prenderà qaesta forma . , 

.dz {pS^ gT -^ V j ^ Sa^P ^ T;^^?^ si= o , ov v^ro 



^ ^ _|^L:LJ^ s= o , della .quale non potrìi .aversene l' in»- 

graie se la formii^a .differenziale .a àxit variabili 
^*^ ^^^\, non .è integrabile da se jnedesima ^ il ^he avrà luo- 

go SQ r, equazione 



( JT -^ V ) ( g) -4-i.T (£5) - fi-S^ V) r-1) _,jS(^) 



S ( ^ ) .+ f ( ^ ) = o sarà identica : l' integrale allóra sarà 

Zjs h^ fl^j±^iL. ~ OMf. } ove .converrà porre -2. per p , ed 
y .^s H- jT -f V *^ « '^ * ' 

JL per g . 

Neir esempio I. del §. antecedente si ha 
P z=z y -•-{- z , Q = « H- « > B. =r a H- > » «ara dunque 
S = g -4- I , T = p H- I > V = p H- g » e quindi 

f?i ^ U-yxUf^kp-^xUi _ Q ji q^ì esposto critei-ìo ci dì 

(pg-t-jH-pH-g).! --(pgH-i>-HpH-g).I — (g-^ 
I ) • i H- (p H- i ) ' ^ i= o ) <^e essendo un' equazione i- 
dentica > ci assicura: èssere integrabile la prc^sta differenziale. 

Tom. in. V li 



25® « A^TEM A.TIC A $ V B |. I M E 

U integrale h 
Iz^ll {pq^p -f g ) = ^ Z ( xy ^ xz ^ yz) ^ Cost. y 



a 

ovvero 



ay ^ xz '^ yz =- C. 

§ ^^^^ Abbiamo fin qui considerate Te equazioni det prii- 
no ordine nel quale i dìfFerenziali non sono elevati al dì là 
della prima potenza.: se- ciò non fosse 9 bisognerebbe incornine 
ciare dal ridurre le equazioni differenziali a questo stato r quan- 
do è possibile > e. cercarne in seguito Y integrale. Se questa ri^ 
duzione non ha luogo ^ possiamo assicurare che l'equazione pro- 
posta non è la differenziala totale di alcuna; gq.u az ione fra. tre 
variabili x ^y y z. 

Data r equazione' 

si trova subita 

dz = ■■ ■ ■ — ^- -=1 — • *« 

Ora'sparkà V ìrFaziooalità dal valore di dz ^ qnando 
( T*^ — PR ) ( V* — Q®. ) =«= (, TV -t- RS f , cioè qnando- 

R == ^ ^r^IX»^ ^^ \ » ^anque propesta un» simife equazione dii 

secondogradov converrà prima* di tutto che ^bbia luogo que- 
sta condizione tra i di lei coelHcienti , onde possa ridursi al pri- 
mo , ed' esser suscettibile deirapplit^azione* delle regole date qui 
sopra . In generale q^ualuntjue sia il grado doir equazione dif- 
ferenziale del primo ordine , Disogna che essa sia decomponi- 
bile in- fautori di prima grado di questa formai 

Mdap -^ hdy -f Nrf:&== o^ onde possa tentarsene T integrazione .- 

5, ^34< Passando a considerace L' eqjuazione differenziale a^ 
quattro rariaLili l 

Vdx -+ Qdy ^f- Sdu -f. Refi = o', nell'a quale' si rignìarda «p 
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«ome fanzione delle tre variabili x ^y jUi se questa diviene in- 
tegrabile per la moltiplicazione di Qn fattore M ^ è necessario che 

MPdx H- MQ(ijy h- MSdu H- MRdz = o ^ sia una ^lifFer^nzia- 

le totale (35) vale a dire che sìa. la nomina di queste tre dif- 
ferenze parziali 

MPda rh MR (|?) (fa? = o , MQdy ^ MR (g) cZy = o, 
MScfu H* MR ( — ) du = o ^ poiché dz vi tieae il luogO/ dì 



Ora se queir equazione è una ^fièrenziale totale rappor- 
to alle variabili x ^y ^Uy le tre eseguenti saranno anche tre dif- 
' ierenziali totali . 

WSdx H- MQdy h- MRda = t) , rapporto ad a , ^ ; 

MQdfy 'T^MScfzf -h MRdz = 0^ rapporto ad u )^; 

MPda? H- MSrfa H- MRite = o , rapporto ad a? » u ; 

diinqa<=* quando la proposta moltiplicata per M^ potrà divenire 
una differenziale totale 9 ed essere in conseguenz.a integrabile ^ 
avranno luogo queste tre equazioni di condizione 

R{(f)-(5)>-s{(S)-(f)}-Q{(f)-(f)} = o. 
R{(s)-(S)>-P{(S)-(^)>-s{(S)-0> = °\ 

quando poi non saranno soddisfatti questi tre criterj, potremo 
asserire che non esiste in natura un' equazione V =: o^ la cui 
differenziale totale eguagli la proposta moltiplicata per un fattore « y 

Avremmo potuto giugnere alle medesime condizioni rifletè 
tendo che se la differenziale 



MP^o? H- MQc£y h- MSda h- MRrfa = o è una differenzia- 

■ 

le totale di un' etfuazione V c= o > dehb' essere 



»5^ - MATEMATICA SUBLIMB 

^ dj ' ^ d»-^*^ d» ^ ^ dX: *^^ du ^ V <*c ■' ' 

eseguite le differenziazioni iodicatc in queste equazioni , ed eli- 
minata il fattore M e le sue differenze parziali, avremmo» tro- 
vati «ppHrnta i medesiroii tre: qriteri d' integrabflità . 

Si. vede come trovar si potrebbero le condizioni per T in- 
té^abilità di un' equazione- a qualunque^ nnniero m di variag- 
li : il di loro* numero^ è i?!L=illl.Sxil ; se ne. troverà: facilmea- 

te la ragione-. 

^. 235; Riguardo alle- equazioni' degli- ordini superiori cr 
bisogna distinguere due casi ; o le- variabili sono» tutte indipen- 
denti tra lora,. per il che una si considera come fataaiooe' di^ 
tutte le altre , quando si ha tra esse nn'eqiiazione;. o sono tot-- 
te considerate funzioni di una sola varcabile x , per quanto nul- 
la sia stabilita sopra la natura di esse, e- 1* equazione cH^* esi- 
ste tra loca akror non* ci dica se nou^ che una è* data^ per- mez* 
za di tutte le altre. Per esempio data T equarione* V" = F ( a? , 
y yz) ^=: o Y SQ X tà y sono^ indipendenti tra* loro, 1* equazione- 
differenziale totale del secando ordine (31)* è- 

d-V = (g) dx' +C^) dy'* ^(^Jdxdz^HfJjdydx^ 



2 ( 4.:^) dyd2^^(^)dz*^{^)d*z = Or essendo^ 

d'^ = (g) dx^ H- 2 i£^ydxdjr^('^Jd/: 8» poi le- va- 

liabili y t)Z.sì considerassero coroe- fanzioni di jc , allora la dif- 
ferenziale totale: del secondot ordioA* j^rcbbe: di più il termine- 

{^)d*y: in questo caso peròr d*ytd*z terrebbero» Inogo ài 



(g)d«% (0)^'i ^ dy.y dz di ifjdxy.{fl)ds^ 

Noi cerchereiBO i criterj d* iutegrabilità per il caso cbe tutte- 
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le variabili si considerino funziooi dr cna > giacché coir egua* 
gliare a zero i coefficienti dei termini , che* vi sono» allora di 
più, si avranno i criterji per T altro caso . 

Sia dunque V == o> un? equazione^ diflferenziale dell' ordine 



istmo 



n tra- le variabili x yy , s , ir, ce: Sè^ noi^ snpponiamo che 

V = o risulti immediatamente dalla differenziazione* di un' e- 
quazione dell'' ordine inferiore di una^ unità: P' == o y sarà 

V = dP = o r ovvero» MV = d¥ = o > essendo M un fatto- 
re comune a tutti i terminr di dV r e che la* divisione può a- 

ver fatto svanire r onde* abbiasi^ V = o. 

•■ 

La funzione differenziale MV dell' ordine n ' sarà dhn- 
^ue una differenziale esatta della, funzione- P di un ordine^ im- 
mediatamente inferiore: ora 1' equazioni di condizione che deb* 
boQO' sussistere-, acciò MV sia' una differenziale esatta , o am- 
metta un idtegrale dell' ordine inferiore y le abbiamo trovate al 
^16'; qjueste: supponendo' 

dy = {^)dx=^pdx^ 'dp = (^)dx=sqdx9 dq =i rdx ec, 

dz = pdx , dp' ^= q'dx ec ,• du = p'dx y dp'= qdx ec; 
sono« 

^ dy ^ dx ^ dp ^ ^^ dx* ^ di ' */*» ^ dr *^^ 
^ dn ^ d* ^ dp' ^^^dx* ^ dq: * ' 

^ d» ' dx ^ dp" ' ^^ ^*» *^ di!' * ' 

ec. c<R 

ed il loroi numero è eguale a- quello delle variabili KyyyZtVi ce. , 
meno* una ,. 
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« 

Se noi facciamo 



N'dz H- Vdp' H- Q'<i9' -i- ec. 



H- N"d:tt H- P"4p " H- Q"df ^ ce. 
iCe. .ce. 

potranno qnelf equazioni mettersi «otto la forma seguente 



(II'_^-4.g_ep.)M-(F-.^-4-ep.)'^-i-(Q'- 
3^H.e6.)^-(:B-'-^~)'^ ^ ec. = _ «V H. 

„" V H- 6" g - e ' ^ -i- ec. 

4BC. ££. 



^ dp * dK ^dqf^^dx* ^ dr ^ 

f^Ji)^J.di^)^ec.i ' 

^ </f ' '« *■ dr ^ 



i valori poi di a' , ò' , e te- si ottengono ponendo in queste 
espressioni z,p ,q ec, in vece di jr ,p , 5 ce. > e nelle stesse 
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espressioni ponendo i^jp'Sg'S ia vece ài y^p^q ec. , si a- 
vranno i valori di a' , &'' , e' ec. 

E queàt' equazioni debbono essere identicfiie se la proposta 
ammette tm integrale immediatamente inferiore ; ora avendosi in 

queir equazioni diverranno 

(N-§^0-ec.)M_(F-a5H-ec.)^-H(Q' 



virtù della proposta medesima V = o , — =z= o » ^ = o ec. , 



dx dx^ ^ ^ dx ^ dx 

J ;^ H»* ec. ) -^ — €G. = a ^ 

iW-f H- 0- ec.) M - (P- - affi -*. ec.)^H- ( Q' 



3'^ -*• ec. ) ^ -+ ec. 



dx ^ dx* 

CO- ec:- 

e dovranno essere identiche se vi faremo V" = o , — =t= q- 

dx ' 

^^ =0 ec. , cioè se sostituiremo in esse il valore di uno dei 

d» \ 

più alti differenziali dedotto dal^ equazione V = o , il valore 
del differenziale susseguente dedotto dall' equazione ^ =t: o ce. 

Eliminando dunque M , avremo delle equazioni di condì- 
5tione tra quantit» tutte cognite , le cpuali bisognerà che- siano 
identiche , acciò la proposta ammetta integrazione ; il loro nn** 
mero è eguale a quello delle variabili meno ddè . 

Può accadere che questi criterj d' integrabilità richiedane, 
per essere soddisfatti la sussistenza di un' altra equazione diffe- 
renziale di un ordine inferiore di una unità della proposta : al- 
lora o questa sfes.^a equazione soddisfa alla proposta , e ne sa^ 
rà un integrale particolare > o noa vi soddisfa > e la proposta non 
sarà ititegrabile* . 

IRigtiarda alla eliminazione d'i M^ sii rammenti qnanto al> 
Marna detto ai §§. 106 e 107. 

§. U36. Per far qualche esempio ? prendiamo Y equazione 

i xdx -4» zdz ) d*y — zdyd'z -^ cty { dx' -^ df -^ dz" ) = o , 



s 
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ed avremo 



V == «5 H- zp'q : — zp j' , — p — p — pp' > e p«rcio 

N .= o , P = — ;z;^' — I — 3p' r-^",. Q = 4P ►i- zp', IT «s:? 

p'q -^ pn ì V =i zq — 9'pp i Q' =?= — zp: sostitnend.Q 
questi valori pelle .equazioni .di jcondiùoAe 'Soprji trovate j, 3i avr^ 



( 6pV ^ % H- pzr ) IVI -^. (3 H- ap' M- .3/' ^ 3^?') ^ -ir 

(^-*- ^/)l^ = P» a^MH. 32^ H..i>2r =^o. 

jS.e noi isliminiamo ~~ con queste due ^e^uazioni » ^vreqiQ 

{(>ppq H- 6p'g H- .a^py^ — jaaw — aa^'r} M 

-<- { 3P H- 3P' H- 3Pi>.'* -4- 32P9' — 33^3 — .32P'2 } ^ 

Senza proseguire 1' eliminazione , è facile yedcre , che so^ti*^ 
tnendo in quest* ultima ^equazione i valori di j e di r , ricavar 
ti dair equazioni 

r 

V = arj H- zpV — zpq ^ p — p* ^ pp'* = o, 

_ = zpV — 3/g — SPM -- ^pr -+ a?r = p , 

diviene essa identica ; dunque la proposta ,è completamente jiv 
tegrabilè • 

Per yn altro esempio preodiamo 1' equazione 

(x^xy) dx*^ y'dxdy :-\>yzdxdz H- xdy"" h- xdz* h^ xyd'y ^ 

ppzd'z = o » e si avr^ 

Y =1 op ^ xy ^ y^p H- yzp' h- ^p' •+• ocp'^ h- xytj -rh cczt^ , 

e quindi 

yp H- «9' 7 P' = j'v rh ^ocp , Q' = «^j 7 18 le equazioni 
di condizione saranno 
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MA . rf'II 



(a; H- 2i>') M - (/ - a^)^-^ «y 



dx ' -^ «/«• 



<o 



U eliminazione poi di ^ ci dà (a;-|- JSp'H*j'i>)M=o> 

]a qnale equazione non essendo identica , ci dice che la pro-- 
posta non è completaniemQ. integrabile; siccome poi a? h- zp'H- 
jp =z= o vi soddisfa:, perciò ne sarà un integrale particolare. 

§. 237. Potrebbero estendersi cjueste dottrine alla ricerca 
dei criter; che^ debbono sussistere 9 affinchè una proposta equa- 
zione ditierenziale ammetta un integrale di piii ordini inferio- 
re ; noi però ncpn ce ne occuperemo inviando per questo i no- 
,^tri eiettori al Calcolo Integrale del Marchese di Condorcet . 

Per ciò che riguarda poi le equazioni per le quali non so- 
tao soddisfatti i critcrj d' integrabilità .^ noi vedremo in un Ca- 
stolo a parte roosa esse fiigniiìchino « 



I 

i 



/ 
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* 

Integrazione déiV Equazioni 
a Differenze Parziali. 



§. 238*. j^j el Capitolo n. del CalcoTo Integrale abbiami» 
JL^ esposti i* principi generali per V integrazio* 
ne delle equazioni a Difierenze^ Parziali, e nel Capitolo IV. 
abbiamo trattate equazioni di tal fatta , supponendo però che es^ 
se fossero lineari , e i lor coeflicienti o eostanti o funzioni di 
una sola variabile: in questo Capitole considereremo gli altri casi. 

Onde ' presentare con ordine qneste dottrine 9 incominciere- 
mo dalle Equazioni a Differenze Parziali del primo ordine per 
procedere in seguito a quelle degli ordini superiori . 

Rapporto a queste equazioui , noi abbiama dimostrato ( r 18 ) 
che r integrale completo di una Equazione a Diflfibrenze Par- 
ziali del primo ordine fra tre variabili cs^y^z dee contenere 
due costanti arbitrarie a % b y ovvero una funzione arbitraria 
f (00) di una quantità « funzione determinata di quelle varia- 
bili , che ottenuto V integrale con due costanti arbitrarie si può- 
sempre da esso dedurre Y integrale completato con la funzione 
ajrbitraria : ora Y equazione del primo ardine sia anche lineare^ 
ed abbiasi da integrare 

(4?) .4. M fi^) _ N = o , essendo M , N funzioni date di «, 

y y z . Supponiamo che 

P = F(a?,^,2^) = o sia r integrale di quest' equazione . Sus- 
sistendo r equazione F = o , sussisteranno anche insiem con 

essa r equazioni 
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aF\ . fdn\fdf 



che sono le differenze parziali della stessa equazione . Sostitnia- 
mo i valori di (^)>(^) ricavati dalle equazioni (i),(a).nel- 
la proposta , e sì avrà 
(„)..... (g)H.M(g)H.N(f)=o, 

che «ara soddisfatta seF(a;-,j^,is) = o è l' integrale cercato. 
D* altr' onde supponendo le variabili y e z come dipendami 
da o? 9 la stessa equazione V(x^y^z)=:o ci dà anche 



c dovrà essa divenire identica se^r {^) poliamo il suo va- 
lore datoci dair equazione (a) : dovrà cioè 

dF = {(g) d« - Md«> (5) H- {{Ù)dx - ÌSdx} (£)■=• 

avere il primo meml)ro effettivamente nullo: ora questa diffc- 
reqziale ^F ^i annullerà indipendentemente dalla forma della 
funzione F^ se stabiliremo tra le tre variabili ^Vyy^z tali, re- 
lazioni cbe avverino queste equazioni 

(éy)dx — Mdx^^o^ ($)d^ — Ncfx = o, ovvero 

dy — TAdx = o , dz — Ncfa: = o • 

Queste equazioni essendo fra tre variabili serviranno a de- 
terminare i valori di queste varìtbili in funzioni della terza , 
di maniera che la sostituzione di questi valori nella iunzione 
"F {x ^ y ^ z) renderà ancora essa una funzione di quella terza 
variabile : dunque » dovendo allora la sua differenziale divenire 
nulla , bisognerà che quella variabile sparisca da se medesima 
dalla funzione V {x ^y ^z) ^ ed essa non potrà contenere al- 
lora che quantità costanti . Ora le due equazioni 

. dy — Mdx =. o , dz — l^dx = o , 
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essendo del primo ordine » i loro integr?iji conterranno due co- 
stanti arbitrarie a , ò : considerando intlgitti y ^ a come funziona 
della terza a? 9 se uo^ eliqsiniatno per inezzo di queste due e* 
quazioni la variabile z , si perverrà ad* un' eqmiwone del se- 
eondo ordine in a; ed j^, e ne sarà l'i^^^gcalé completo un' e* 
quazione contenente due costanti arbitrarie a , ò : avremo di poi 
z in fmizione di x e dì y. per mezzo di una: di quelle dae e^ 
quazioni . 

Frattanto se noi sostituiamo in F(a7 ,j^ , 2r) i valori di y 
^. di z in a? ricavati dalle duq. equazioni del prijBO oxdine , que- 
sta funzione F ( « 7 J > 2; ) conterrà soltanto le costanti a , ò , e 
quelle che sono contenute in M ed N ; dr modo che essa di- 
verrà sempHcemente funzione di a e 6' i che rappresenteremo* 
per ^(a,6). 

Per conseguenza* T integrale P(a7,^>z) = asi ridurrà:^ 
a ^ ( a , ^ ) = o > la quale equazione ci dice » che di quelle 
due eostanti una sarà: sempre funzione dell' altra . Ma in vectf 
delle costanti a , h possiamo sostituirne i vaJori espressi in 00 ^ 
y^Zy e dati da quelle due equazioni ^ ove esse entrano come- 
arbitrarie: dunque se supponiamo ' essere P e Q questi valori^ 
r integrale della proposta diverrà ^(P>Q) == Oy indicando? 
per p una funzione arbitraria . 

§. 239. Di qui si ricava un metodo generale per trovare- 
F integrale completo di un'equazione qualunque a differenze par- 
ziali del primo ordine a tre variabili x^y^z^ t lineare nel 
tempa stesso . Proposta T equazione 

(^) H-M(^> = N, ove MvN sono funzioni di x^y ^Zy^ 

facciano le due equaziooi 

dy — Mcfo? == o , dz — ISMx = o : in seguito si trovino , S6 

è possibile, i due integrali di queste equazioni , o di due al- 
tre equazioni , le quali dipendendo da esse, ne possano tenere il 
luogo , e siano P , Q i valori delle due costanti arbitrarie che 
essi debbono contenere , e si avjà ?> ( P > Q ) = o per esprime- 
re il dimandato integrale completo. 

Air equazione <p ( P ^ Q ) = o puossi anche dare la fort 
ma Q = r ( P ) indicando anche per Y una funzione arbitraria^ 
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§. 3^40. Siccome per. giungere a questo risaltato noi- abbia- 
mo supposte certe relazioni tra le variabili x^y^z, per cui a 
ed X coDsideravansi- funzione della a?. , e siccome nell' equazio- 
ne Q = Y(P) debbono essere indipendenti queste variabili, se 
vuoisi che ella sia l'integrale della proposta., cosi non «ajà. fuor 
di proposito il dimostrare che" anche in quest' ultima ipotesi , 
Q = Y ( P ). sedd-isf à ali' equazione a differenze parziali. 



<'« \ . "n/r- / àz 



Si vedrà allora che le considerazioni da noi fatte per otte- 
nere queir equazione finale , non erano che ausiliarj artifizj di 

Analisi . 

Sapponendo le variabili x^y indipendenti tra loro, dall* e- 
quazlone Q H- "*"(?) = o noi deduciatìio queste due difleren- 
ziali parziali. 

(^) H-(f«) (i) H. {(£) -. (£) (g)} ($) = . 

Ora ricavando da qaeste due equazioni i valori di (— )» 
(^) e sostituendoli nella proposta, do^rà questa divenire iden- 

fica se Q = T (P) ne è V integrale: dovrà dunque essere iden- 
tica r equazione 



e») {g)-^M(^)-+-(fjNH-{(£)H-(,f)MH. 

(2)NJ (!^) = o, che si ottiene con quelle sostituzioni. 

SujipenendD adesso che le variabili y yZ dipendano da x , 
avendo con esso le relazioni espresse da quelle due equazioni 
differenziali dy — Mdx = o , dz — Nda? = o , dall' equazio- 
ne Q-4-Y(P)=o ricaveremo' 

^2^ ^5«^}^ S^ = o > la qnale sarà in conseguenza ideo- . 
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tica méttendovi per (j^)»(^) i respettivi valori M,N ricava- 
ti da quelle dae equazioni difierenziali 
(^)drc— .Mdfl?=:o, (^) da? — Nda? = o, 

che contengono le relazioni tra le variabili a? , ^ , js . 
L' equazione identica sarà danqae 

(g) H- M(f ) -1- N(^)-^ {(2) 4. (g) M -4. (^) N} 

( ^ ) = o , che è la stessa equazione ( a ) • 

§. 241. Facciamo qualche esempio: 
Sia proposta V equazione 

« 

.( «' —y) ( J) -*• 3«< «' — ^ ) (^) *^- **« =* o » paragonata 

con la £3rmnla generale del § ^.38» si ha 

M = aac , N = ^3- : le due equazioni differenziali dun- 

que isaranno * 

dy — ijkxdx = o , dz ^ ^i^cdx _^ ^ . sostituendo il valore di 

cfy nella seconda equazione , si ha 

d^; ^ . ^^y ^ == o , la quale si riduce integrabile moltiplicata per 

il fattore 5-=^ : si ha infatti 

djs -h ^^^ "^^^^ = o , il cui integrale completo è z H- — = 6 ; 
ed essendo r integrale della prima equazione y — x' = a^ avremo 
ZH- — = 'Jf'(^ — x^ ) per rappresentare V integrale dell* equa- 

zione a differenze parziali ^^roposta . 

Per un altro esempio > sia V equazione 
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M=s2., N=5 — —, e quindi 

dy — Mete = o , dz — Ndjc = o divengono 

dy — 2. do? = o , rf^; H- — = o , i cui intcgraK sono il = a , 

zx =^ b y e- perciò za? = "F (^) sarà V integrale cercato . 

§. 242. Veniamo alle equazioni a quattro variabili . Siano 
esse X yy y z yU y e consideriamo z come funzione delle altre 
tre XyyyUy essendo queste indipendenti tra loro. 

Abbiamo veduto che V integrale completo ( 118 e segg. ) 
di un' equazione a differenze parziali del primo ordine tra le 

variabili XyyyZyUy e le differenze parziali (^) 1 (^) > (5;) > 

dee contenere tre costanti arbitrarie a yb yC y ovvero una fun- 
zione arbitraria di due determinate funzioni P , Q delle stesse 
variabili , cioè ?> ( P ^ Q ) • Data dunque un' equazione a diffe- 
renze parziali y applichiamoci alla ricerca del suo integrale com- 
pleto . Sia r equazione proposta lineare 

(£)H-L(g)H-M(^) = N, nella quale i «efficienti siano 

tante funzioni date di x y y yz yU . Supponiamtiphe il di lei in- 
tegrale sìa IP {x y y y z yU) ^=^ o . 

Essendo le variabili x yy yU indipendenti tra loro, da que- 
sta equazione si dedurranno queste altre tre 

{ — ) H- ( — )( — ) = 0, dalle quali noi ricaviamo 



(^il) s=3 — (^):(^), che sostitnìte nella proposta > la cange- 
ranno in 
(a) . . . . (^)H-L(|)H-M(f )M-N(5) =0. 

E quest' equazione dovrà essere soddisfatta se V {x y y y 
z yu) ^=^ o è r integrale completo della proposta . 



A 
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Fec un altro, verso se consideriamo le vanablli yyU,z oft- 
nie funzioni della, quarta oc, l'equazione F(ir , j» , z > u) = o 
ci dà anche 

''F - {(£) ^ (£) (f ) H- (f:) (f ) H- (£) (4:» d« = o 

e quest' equaiioae avrà laego insieme all' equazione (a). 

Sostituendo dunque il Valore di {^) ricavato dalla stessa 
(a) iu quest'ultima equazione* si avrà quest'altra 
dF = {{'/,)d«: - hdx} (f ) M- {(£) dcc-md<.} c£) -1. 

/(2^) djc -^ Nda;"}- (^) = o , il cui primo membro do- 
vrà essere effettivamente nullo: /)ri se noi inti*odaciamo tra le 
quattro variabili «,ytZiU le relazioni determinate dalle tee 
equazioni 

(f.)dx — Ldx = Oy (^)-da? — Nd» = o, 

{^)dx — , cioè ;dalle equazioni dy — Lda: = o^ 

dz — N^« — Mdo: = o,, la differenziale dF sarà 

nulla; dunr^ ione F (a:,_y,, z , a ) non |>otrà contene- 

re che quantità costanti . 

Ora le due equazioni -di cui si tratta essendo del primo or- 
dine , avranno tre integrali che conterranno tre costanti arbitra- 
rie <z , A ,/C , per mezzo dei quali potremo determinare tre del- 
le variabili ,« ,_y., 2, u in funzione della quarta: dunque se nel- 
la funzione' F ( ic ,^ , w , z ) si sostituiscono i valori di queste 
variabili , bisognerà .che la variabile residua sparisca da se me- 
desima , e la funzione F non conterrà altre quantità che le co- 
stanti a, A» -e, e quelle costanti contenute nei coefficienti; di- 
niodoc'hè dopo questa sostituzione la funzione F{oc,yfZiU) di- 
verrà necessariamente della forma p(a,6)C). _ 

Ora i tre integrali di cui si tratta , determinano i valori di 
a, 6, e in funzioni delle variabili x^yjUyz; che se siano 
questi valori P , Q > R , qoegli integrali prenderanno la forma 



CA L co t O' 1 NTfiG ti Al« C A ». X. 96$ 

Dnnqne la fanzione. I4 a? , j' , tt » a ) diverrà ^(P,Q,R), 
poiché questa è la sola forma ch« può divenice fanzioce di a, 
b it in virtù dei tre integrali P = a , Q.=«= *» R =sc : adun- 
que r equazione F ( » , j , w , z ) =»= o diverrà :p-{ PyQ^ R.). 3= o , 
dalla quale dedurremo R=jY(P,Q) indicando per Y nna 
funzione qualunque delle due P e- Q . 

§. 243. Riepilogando quanto abbiamo detto sin ora concla- 

deremo * 

1*. Che Y integrazione di nna equazione fra tre variabili 



/!*) ^ M ( — ) = N dipende da quella di queste due cqnazio- 
si dkfereBziali ordìnarM 

te 

^y — ^.Mcfa? = o , d2^ -^ Nda? = o : e se P == à , Q = 6 so- 
no gli integrali completi di qnefl;6 dae equazioni 9 o di due al- 
, .^.. _„.. ..I „ ... ^ ^^pj 

par- 



tre qualunque cbe da èsse si deducano « V equazione Q = ^ 
rappresenta l' intregale completo dell' equazione a differenze 
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2Ìalt « 

52*. Che r integrazione di una equazione fra quattro variabili 

<*)H-L(^)H-M(^) = N dipende dair integrazione di que- 

-ste tre equazioni diifer^nziali ordinarie 

4iy -^ \kdx == o ^ <c?2/ — Mda? i= o , d^; — ^ Ndfjc == o j 

di modo che se P = , Q-s -6 ^ R == e rappresentano i tre 
integrali di queste equazioni, o di altre che da esse si dedu- 
cano , sarà R = Y ( P , Q ) T integrale completo di queir equa- 
zione a di^ereuze parziali. 

3**. In generale T integrale completo cfi un' equazione 

<S) -^ ^<i-)'-»^ ^<s) -^ Hcg) -^ «^^ ^ Né V = T(P, 

<5 , R ec. ) -, essendo P = a, Q=A, Rs=:c ec.^ V s=zs e 
gli integrali completi di queste equazioni 

dy ~ Ldjc = o » eia — Mdjc 5= b , 

dt ~ Hda? == ò , ec. ec. '• ' 

cfs '— Ncia; = o ^ o di eltrèttjlfite da essp dedótte . 

Tom. ni LI 
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L' integrazione così. delle equazioni a differenze parziali è 
ricondotta a quella delle differenziali ordinarie . 

Osservianiq che 1* equazioni Psxa, Q=:i, R = c ec. , 
ove a/&,c 'CCà sono costanti arbitrarie» dannp ciascuna un in- 
tegrale particolai», ; della- proposti^ :. infatti 1' integrale completo 
^(P,Q»R ec. , V) =^o,,a causa dell' essere la funzione 
indicata per ^ arbitraria % può sempre ridursi ad una di queste 
equazioni P — a = o > ovvero Q — 6 == o , ovvero R •— * 

e = ec. . ^ ^ 

. per farc^ qualche esemplo di queste dottrine » prendiamo 1 ?- 

qoazione 
Questa ci da 

equazioni differenziali saranno . • 

lì *. . . . av H- -^^---^— ^= o %' 

. -^ 2a — 2ìy 

(3). diZ^H- ^^^tiflziB?: dx = o > 

(3) . ,%.•- ^.^.^=^0., 

•. ]3alFéqtìaziótìi'(i),(3) si ricava" 

I < ■ - 

(4) . . » . . da H- dj' = o : 

Dair equazioni (ij e (4) si ricavi 

• • • * I * ' 

(^) ...... Vzda-haydy — dar = ó; • -_. ^ 

l3air equazioni infine (^), (a)* si ricava 

(6) . . ... du H- «di H- zdx = : 
ora gì' integrali completi dell* eqqazioni (4) » (S) » (<^) » ^^^ 
z^y = a, a*H-/ — «,= 6'/",H-'«i====9J dunque \' 
a' ^/ — oc ia.Y(z.-i..j^.»» >**. «C2;) sarà l'integrale com- 
pleto cercato; se ne potrebbe facilmente far la riprova. 
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§. 1244. Consideriamo ora T equazioni del primo ordine a 
differenze parziali che non sono lineari, . 

Se noi rappresentiamo (^) ^ ( j^) pw p>2> la formnk 

'F{x^yyZ^pjq)^=Oy nella qnale JP significa pna funzione 

qualunque delle quantità che si trovano tra le parentesi , ^grà 
quella di una qualunque equazione a differenziali parziali del 
primo ordine • 

Si tratta dunquedi trovare r integrale completo di questa equaziooe 

^{ocy^z^pyq) — o. • 

Essendo 2; una funzione delle variabili a;,v, sia che que- 
ste si considerino indipendenti tra loro , o che y dipenda da x 
( nota al Gap. IL Calcolo Differenziale ) , sarà sempre 

dz =5 pdx -^ qdy , equazione che dovrà essere soddisfatta per 

mezzo di una delle 4u6 indeterminate p^q^ 1 altra essendo da- 
ta da ir equazione 

Fix,y,z^pyq) = o: 

Ora p 1 q non potendo /esser funzioni di altre quantità che 
delle variabili x^y^z^ se noi consideriamo V equazione 

dz — pdx — qdy = o come una «(Juazione differenziale z 

tre variabili , si sa ( taap ) che debbe sussistere quest^ équt- 
:zione di condizione 

L' eqnazione (fata soniiDÌnistra poi queste tre differenziali 
pareiali i elati vanreme zé x^y^z 

(£) "^ ^fp^ ^2) ^ ^^) ^S) = o, e per loro mezzo potre- 
mo eliminare le differenziali parziali di pò di 5 . 

' Eliminiamo ^elle di 5 , e la prima e la terza . di queste 
equazioni ci daranno . , 
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(£) (^) 

(2)= —^ ^^^ — -;j|- • (£)» ì q'iali valori sostìtohi nelf e- 
qaaiiEÌooe (e) Ucangeraano in quest'altra 



(/)-.-(2)-*-p(£)-t-(0)(*)H-(^-;)(«)H-{/K^')-t 

I 

gt( j^)} (^) = o; nella quale le differenze parziali dell'in- 

cognita p sono elevate alla prima potenza > ed i coefficienti so^ 
no funzioni di ^ 9 j^ 9 z > p : non vi consideriamo il y , poicbè 
lo cliroinercnro per ìMezzo della proposta . 

Quest'equazione ci darà, essendo integrata 9 il valore di p; 
quello di q ci sarà dato dall' equazione F(ar9^,p9g,j&) := o ; 
e quésti due valori di p e di g, che saranno allora funzioni 
cognite di tx ^y ^z^% sostituiti in dz. — -pdx — qdy = o ^. la 
renderanno integrabile 9 ed il di lei integrale sarà nel tempo 
stessa r integrate delf equazione proposta 

Se noi ora paragoniamo; T equazióne (jT) con T equazione 



(£»)^L(^)^M(35)==N del $.242, si vedrà che le no 

stre variabili cc^y ^ z^p corrispondono ivi alle x^y^u^Zy che 
in conseguenza nel nostro caso è 



(f,)=(^)' 



Ms. 



Ìp^%)-^i(~9,))-(%) 



N =— { (£)h-pC^)}:(^)j e che le tfe^quazioni dif- 

ferenzialì t)rdinarie , dall' integrazione delle quali dipende quel- 
la dell' equazione (/) » sono 
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Siccome queste tre equazioni non contengono che qaattro 
variabili x ^y ^ z ^p ^ potremo da esse ricavare un' equazione 
a due variabili sole 9' e cosi tutta la difficoltà sai^ ridotta air in- 
tegrazione delle equazioni a due variabili . 

Supponiamo ora che gli integrali di quelle tré equazioni 9 
o di altre da «sse dedotte 9 siano P = a> Q = 5, R=?c, es- 
sendo P9Q9R tre funzioni determinate di x^y^z e j) 9 ed 
a 9 6 9 e tre costanti arbitrarie ; ed avremo R = ^( P9 Q) per 
rappresentare ( §. 242 ) T integrale completo della equazione (jf). 

Questa equazione R = ^ ( P 9 Q ) combinata con V equa- 
zione data F {x yy ^ z ^p^q) = 09 darà i valori di p e 9 e- 
spressi per x jy 9 z ^ che sostituiti in dz — pdx — qdy t= o 
la renderanno integrabile 9 e Y integrale di essa sarà 1 integra- 
le completo della equazione proposta 9 perchè conterrà la fun- 
zione arbitraria ^ ( P » Q ) • 

§. 245. L* integrale dunque ricercato è una quantità com- 
posta di Xyy^z e della funzione arbitraria ^(P>Q)> essen- 
do P 9 Q due funzioni determinate in x ^y ^z. 

Ora secondo i principj spiegati (121) T integrale comple- 
to di una equazione a differenze parziali del primo ordine fra 
tre variabili x^y^Zy non può contenere una funzione compo- 
sta di due quantità 9 imperocché una simil funzione non si po- 
trebbe mai fare svanire per mezzo delle differenze parziali del 
primo ordine 9 dunque il risultato ottenuto mostra di essere in 
opposizione con questo principio : non sarà però difficile far ve- 
dere 9 come di natura sua quel risultato debba modificarsi in 
tal modo da convenire pienamente con quanto è stabilito al ci- 
tato §. 

Infitti osservando che le tre equazioni P = a 9 Q = & i 
R = e soddisfanno per ipotesi alle tre equazioni del primo ordine 
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(4) (%) dz. - {{'J) p ^ {p q} dx = o , 

(3).....(i;)rfpH.{(g)-^p(g) >dx = o, 

con le costanti arbitrarie a^byC^ se da qaeste medesiine tro. 
equazioni P = a, Q = A, R = c noi ricaviamo i valori di 
x^y^z in fnnzione di p e di quelle costanti y e gli sostituia- 
mo in quelle tre equazioni differenziali 9 diverranno esse neces- 
sariamente identiche , di modo che queste sostituzioni renderan*- 
no i primi membri identicamente nulli 9 qualunque siano i va* 
lori di p V a , & , e . . 

Ora il primo membro dell' eqnzione ( i ) moltiplicato per 
q^ e sottratto dal primo membro deir equazione (ì2)> ci dà 

{^) {àz — pdx — qdy "V = o j dunque se nella formula dz — 

pdx —^ 5ify facciamo le medesime sostituzioni dei valori di a?, 
y , z dati per jp , a , 5 , e , il risultato sarà ancora identicamen- 
te nullo. 

Se ora noi supponiamo a ^b yC quantità variabili , nel so- 
stituire in d^ — pdx — qdy i valori di x yy ^ z e dei loro 
differenziali , tutti i termini <i distruggeranno tra loro come pri- 
ma , eccettuati quei che introduce la variabilità di quelle co- 
stanti : resteranno dunque, dei termini di questa forma Ada H* 
Sdò ^ Gdc 9 ove A 9 B ^ G sono funzioni di p ^^ a yb ^ e . 

Dunque Y equazione dz — pdx — qdy =^09 diverrà 
Ada «-i- Bdb -^ Cdc == o ; e la condizione che debbe renderla 
suscettibile di un integrale, sarà, secondo ciò che si è trovato, 
e = ^ {a y b) y poiché la sostituzione dei valori di x ^y ^ z in 
pyQybyCy dà P = a, Q = A, R = e, d' onde questi valori 
suppongonsi dedotti • 

Ora prendendo i differenziali , si ha 

Jc = (^) c?a H- (— ) </è ; dunque facerrdo qneste «ostitozìoni , 

1' equazione 

{A -h C (g)} da -j. {B -j. C (g)} J6 = o, avrà necessa- 
riamente xin integrale; e non potencjo ciò avvenire senza che 
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la variabile p svanisca da se stessa da qnesta equazione ( giac* 
che la differenziale sua dp è sparita ) ne segue che queir ul- 
tima equazione sarà un' equazione differenziale tra due variabi- 
li , ed in conseguenza sempre integrabile , e quindi sarà b una 
funzione di a : sarà di più funzione arbitraria a causa della ar- 
bitraria ^ ( a ) ò ) che nella suddetta equazione difierenziale sf, 
contiene * 

Così le due quantità 5 y e saranno necessariamente Y una 
e r altra funzione di a soltanto > ma bisognerà che soddisfac- 
ciano air equazione Ada h- Bdb H- Cdc == p . 

Sia dunque b :=^^aj e ^= (pa^ sostituendole in questa equa- 
zione, si avrà 

•^B(^)H-C(^) = o, la quale contiene una relazione 



^« ' ^ ila 

tra le due funzioni Ya , pa y una restandone arbitraria . 

Frattanto se per a , 6 , e si rimettono i loro valori P,Q, R , 
si avrà* per esprimere V integrale cercato » il sistema dì due e-, 
quazjoni Q = yP , R ==: ^P , d* onde eliminando p, si avrà 
nn' equazione in a?i> , z con una funzione arbitraria . 

Questa è la soluzione diretta e completa del problema, ma 
vedremo che in molti casi puossi rendere piiì semplice . 

§. 346* Per un primo esempio prendiamo V equazione 

5; = (—)(^): paragonando qnesta equazione con la formula 

generale > si avrà 

IP (x jy yZyp ^q) = z — p? = o: dunque 

le tre equazioni del primo ordine diverranno dunque 
— qdy H* pdx == o , — qdz h- Qpqdx = o , 
~- qdp H* pdx =: o : ' ma V equazione z =z pq òk 
dunque le tre equazioni di cui si tratta « diverranno 
zdy — p^doc «= 9 , d!» — ^pdx = o » zdp — p'dx 

La prima e. 1' ultima danno dy = dp , e quindi y =x p -?- o , 
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essendo ^ tana costante arbitraria . La seconda poi e U ter* 
za ci danno pdz = azdp , cioè ^ = ?^, il cui integrale è 

z := bp* essendo b nn' altra costante arbitraria • 

Finalmente se nella prima equazione sostituiamo dp per 
dy » e òp* per Zy e dividiamo perp*, arrerao òdp -^— da? = o, 
il cui integrale è ap = òp -f- e , essendo e la terza costante ar- 
bitraria . 

Per mezzo ili questi tre integrali troriamo i valori delle' 
tre costanti a^b ^c ^ ed avremo 

Frattanto . se neir equazione 
'dz — pdx — qdy = o si sostituisce per q il valore — ^ ella 
diviene 

dz — pdx — ?^ =5 o ; e se in- luogo dì x jy yZ si pongono 

le espressioni trovate qui sopra .iq. p ^a^ b jC ^ riguardando le 
quantità a ^b yC come variabili 9 si ha la trasformata 

p^db H- ^bpdp — p^db — bpdp -^pdc — bpdp — bpda=iOy 

la quale , scancellando ciò che si distrugge 9 e dividendo in se- 
guito per p ^ diviene semplicemente de — bda == o . 
Dunque facendo ^ = Ya , e = ^/z , si avrà 

^ ($) -H 'f'a = o , che ci dà Y^ =3 — (^) ; in questa guisa 
avremo il sistema di queste due equazioni R == ^(P)» 
Q = — ( ^^^ ) per rappresentare 1' integrale completo della 

proposta . 

Se ora noi indichiamo per ^^(P) la dxfTerenziale parziale 

['.ìip.)^ e poniamo invece di P,Q,R i respettivi valori, 

avremo •. • 

X — — z=s q>{y — jp ) ,< JL = — p'( j — p ]f ,-d* onde bisogne- 

rà eliminare p , e la funzione, ^{y — p ) resterà arbitraria . 
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Un'importantissima osservazione è la seguente: allorché si 
sono trovati dnc integrali contenendo due costanti arbitrarie , 
come z ^= p ^ a^ e z =i p^bj sembrerebbe che Y eliminazio- 
ne di p potesse dare un integrale con due costanti arbitrarie , 
cbc sarebbe per conseguenza V integrale completo della propo- 
sta 9 e potrebbe sempre cangiar&ì in un altro che contenesse là 
funzione arbitraria : avremmo in questa guisa z = ò(jy — a)*: 
è facile . però vjedere che guest' equazione nou soddisfa alla 
proposta 



(fpCf) perche es»<tó(f:) 



o . 



(^) == a? — € , (^) = j^ — a, e tal valori soddisfanno alla 



Lo stesso avverrebbe se si volesse eliminare p dalia €econ* 
da e la terza equazione: si avrebbe allora 

c=^x — v/(6^)> cioè z = L^l^£^y^ìò che darebbe ( — ) =o. 
Ma se si adoprasse la prima e V ultima , T eliminazione di 

p ci darebbe e = x 5-. , d' onde si ricara 

z =: {x — c) (y — a) : quest* equazione dà 

proposta . 

La rag ione ^i queste anomalie si legge neir equazione , 
de H- hda = o qui sopra trovata . 

Ella fa vedere che le due quantità a , e ponno esser co- 
stanti insieme ^ che perciò le due equazioni P = a , R = ù 
sussistono insieme , di modo che eliminando p si ha un* equa- 
zione in X ^y j z e le due costanti arbitrarie a^c ^ che sarà 
per conseguenza V integrale completo della proposta ; ma T e- 
quazicme non sarebbe adempita per la semplice supposizione di 
a e ò , ovvero di 6 ed a costanti insieme : e di qui segue che 
le due equazioni P = a , Q = 6 , ovvero Q = & ^ R = e 
prese insieme non soddisfanno alla proposta . ' 

J. 247. E si può per altro trovare l' integrale completo per 
piazzo di una sola di queste equazioni P = a , Q =.6> R= e: 

Tom. in. M m 
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essa infatti ci dà un valore di p espressa ia x^y^z ed una 
costante arbitraria ì e siccome questo valore soddisfa air equa- 
zione del primo ordine in x^y^z e p, esso renderà. V equazione 
dZ' — pdx — qdy == o capace d' integrazione : così basterà 
eercare quést' integrale aggiungendovi una costante arbitraria y e 
»i avrà V integrale completo della proposta con due costanti ar- 
bitrarie « 

Si potrà anche ricavare dair equ&zloner trovata il valore 

Ai p in X yy ^ Zi e siccome p = (^) , se ne cercherà: V iute- 

graie riguardando variabili soltanto z ed x: quest^ equazione 
potrà allora contenere una funzione arbitraria di y> che si de- 
terminerà facilmente per mezzo deir equazione proposta : e sic- 
come questa è del primo ordine > la funzione conterrà almeno 
una costante arbitraria > di modo che si a;vrà nuovamente un 
integrale completo con due costanti arbitrarie . 

Neir esempio precedente prendiamo la prima equazione 
P = a > cioè y — p=sai ella ci dà p =y — a j e siccome si ha 

<7 = — , sarà q z=^ — — . 

Sostituiti questi due valori nell' eqiiazioae dz — pdx — 
qdy = o , danno 

^^ -^ iy — cu) dx -^ — ^ == o , © qucst' equazione divisa per 

y — ^1 ha per integrale 

— — — a: •!- e =5 o , ove e è «ria nuova costante arbitraria ; 
f — ^ . 

tale eqfl^zìQne è quella trovata qui sopra per mezzo déìV eli- 
minazione di p . 

La medesima equazione p z= y — a diviene {J^) =«: 
y — «I quando in vece dì p vi siepone il suo valore (^)^ 

L' integrale poi dì dz :x::: { y -^ a} dx h z =s { y — ^)(^ — Y) 
indicatido per Y una funzione arrbitraria. di y . 

Se ora prendiamo le differenziali parziali di z per rappor- 
to ad X e per rapporto ad y , avremo 
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{'£)^y-^a, (g) = a;-Y-(j-^a)(^);esostitaett. 
do queste espressioni nella proposta 

essendo Y' = (^) ; da qu«it^ ultima equazione si ricava Y' = o, 

e per cooseguenza Y == e preridendo per e una costante arbi- 
traria : r integrale dunque diviene 

2; = ( jf — a){x — e ) , come sopra . 

Per ricavare da qnest* equazione V integrale completato con 
una funzione arbitraria 9 basterà fare c = ^(a), e prendere 
la differea2:iale solo relativamente ad a : sì avrà allora il siste- 
ma di queste due equazioni 

z = (^ — ifl) (a? — ^fl), ^ — ^(a) H- (j' — a)^'a = o 

d* onde si dovrà eliminare a. 

Per confrontare queste equazioni con quelle trovate supe- 
riormente col metodo generale, serve metterle sotto questa forma 

X ^ =r ^a , - ^- == pa ì giacché potendo noi"^ mette- 
re invece della quantità a , che debbe essere eliminata ^ qualun- 
que quantità , se vi si pone y — p invece di a , si hanno le 
stesse equazioni di già trovate , tra le quali conviene elimi- 
nare p . * 

Le dottrine da noi esposte riguardo air integrazione delle 
equazioni a differenziali parziali del piirao ordine , debbonsi 
air immortale La -Grange : questo Geometra dopo averle date 
con minor perfezione in diverse sue Opere , le ha di nuovo 
trattate nel Tomo quinto del Giornale della Scuola Politecnica . 

§: 248. La Teorìa dell* equazioni a differenziali parziali de- 
gli ordini superiori è quasi bambina , e da quel che diremo so- 
pra di essa , rileveranno i nostri Lettori , quanto ristretti sono 
i limiti che circoscrivono ciò che ne sappiamo . 

Primieramente osservò che se ia una equazione a differen- 
ze parziali ( noi adopriarao indistintamente il nome di Diffe- 
renziali Parziali , e di Differenze Parziali , per quanto sa- 
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rebbe più rigoroso fare uso soltanto del primo nome ; è però 
ricevuto presso i Geometri più generalmente il secondo ) di 
f qualunque ordine a tre variabili oc^y^z non si troveranno dhe 

! le differenziali parziali di z relativamente ad una sola varia- 

bile , X per esempio, se ne potrà ottenere addirittura V inte- 
grale : supporremo infatti y costante , ed integrata come una e- 
quazione a differenze ordinarie , porremo invece delle costanti 
arbitrarie tante funzioni arbitrarie di j^ . 

Se poi r equazione fosse tra un maggior numero di varia- 
bili , OQ ^y y u ec. , ^ ^ e non vi si trovassero che i differen- 
ziali parziali di z relativamente ad x , allora operando come 
abbiam detto , dovremmo invece delle costanti arbitrarie sosti- 
tuire tante funzioni arbitrarie delle altre variabili y , u ec. , le 
quali nell' integrazione vogliono esser considerate come costanti. 
A questi due casi ponno ridursi le integrazioni delle o 
quazioni 

ce. ec. 

nelle quali i primi membri sono funzioni delle (quantità poste 
tra le parentesi : infatti per la prima faccio 

(^) = w, ed essa diverrà 

^{«^.J',«,(g),(^:),.,...(0)}=o, la qaale s'irne. 

grerà nella snpposizione di y costante , ed invece delle zw co- 
stanti arbitrarie > vi porremo un numero m di ixxxkzìovìx arbitra- 
rie di y . 

Trovato questo integrale > ne ricaveremo da esso il valore 

di (0, ovvero (^) dato per x yy ^ per quelle m funzioni. 

Per ottenere poi z , integreremo quest' ultima equazione 
nella supposizione di x costante, e ne completeremo T integra- 
le con un numero n di funzioni arbitrarie di a?; il valore di 



JK 
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z conterrebbe allora un numero m ^ n òì funzioni arbitrai io . 
Per esempio V equazióne 

y -4- a?' ^ — {-jfZ^) == ^ paò integrarsi nel modo indicato. Fac- 
ciasi (^) = w, ed avremo 

y* ^ X* — (^) =r o , il cui intejgrale nella supposizione di 
y costante , è ' 



^ = (^)== V^ rì^f^y^'"" H-/(>), essendo fyy 
f'y due diverge funzioni arbitrarie. tli y . In seguito si avrà 



«• ^' ^, «*^ 



^ = T 3 "^ ^4 "** '^f^yf^y^ -^fdyfiy) ►*-/"(«), ovvero 

a = ^ . ^ *^ f^ *^ "^^y "*• Pj' H- F"a? : indicando per F , 

F',F" tre funzioni arbitrarie delle variabili che vi sono unite. 
Riguardo all' altra equazione > poniamo 

f){a?,^,r^,w, (g), (^)} = o, la quale s' in- 

tegrerà riguardando y ed u come costanti , e neir integrale com- 
pleto invece delle p costanti arbitrarie , porremo un egual nu- 
mero di funzioni arbitrarie di j^ , r^ : otterremo in questa guisa 
il valore di w dato per x ^y ^ u e per quelle p funzioni ar- 
bitrarie . 

Sia pertanto 
w = (Vstt) = F ( a? , j' , a ) questo valore : se noi &cciamo 
(t4) ?= si avrà r equazione 

(j^) = F(a?,jf,z£), la quale integrata nella supposizione di 

0? ed i^ costanti ^ ci darà per • un valore espresso in x^y^u 
ed un numero m di costanti arbitrarie , le quali saranno fun- 
zioui di a; e di ^^ • Così il valore di fl conterrà un numero 
;z -h p di funzioni arbitrario . 
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Sia e = (^) = "f {xyy iU)^ ed integrando quest'equa- 
zione nella supposizione di x^y costanti, si avrà per z un'e- 
spressione la quale conterrà , oltre le funzioni die già si tro- 
vano in quell' equazione , un numero n di costanti arljitrarie , 
ciascuna delle quali dovrà essere una funzione di a? » j : così 
r espressione di z conterrà un numero m ^ n^i^ p di funzio- 
ni arbitrarie . 

Per esempio sia 1* equazione 

ar^a -1 (^ ) =3 o , e quindi w = ^ -^fiy > « ) • danqu« 
(0.) = ^" H-/(^ , r. ) . Ponendo (|) = 9 , si ha 

e = ^^^ -+/tZ«./(^,«)M-/(a?,>); iSuoque ^ 

il' integrale infine Ai j^uest' ùltima equazione ci dà 

ovvero 

z == Ó:j!l -4- F (>',«> H- F(w,^) H- F"(»,w) indicando per 

F , F'., F" tre funzioni arbitrarie delle variabili poste tra le pa- 
' rentesi . Si avverta cìae qui k vijriabili Xry-»^ sono indipenden- 
ti tra loro . , . . 
§. 349. Veniamo adesso all' integrazione delle equaziom a 

diiferenze parziali dell' ordine secondo fta tre variabili x^y^z- 
Facciamo 

e supponiamo di più che nell' 'equazione da integrarsi le quan- 
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tità r^Syt non vi siaiao elevate al di là della potestà lineare: 
sia dunque proposta V equazione 

CsT^) -*- M(^>^ ^(^^) -^^^^y nella q^ale M,N .L. 

siano funzioni date ài x ^y ^ z^p jq . 

Essendo p^ > q dac funzioni ancora esse di x ^y ^ e suppo- 
nendo che y sia funzione ^ aff ^ senzft però die nulla si sta- 
bilisca sopra la di loro relazione , si avrà 

(^) = r-f- ^{jg) > ($) == * •H *^?)> ® ^* queste «quàzio- 
pi ricar\'eren}0 

( Si osservi che essendo p funzione di x^y ^ noi abbiamo, fn* 
dicato per (^) la differenziale totale di p presa per rapporto 
ad 07 quando y è riguardato come funzione di op : questo segno 

{^) avrìa potuto accentarsi per distìnguersi dal caso in cui es- 
co dee significare la differenziale parziale relativamente ad x 
solo : si dica lo stesso pef q ) sostituiamo questi valori nella 
proposta) ed essa diverrà 

Se ora moltiplichiama tiitta questa equazione per da?* , e 

poniamo dfp » c?gr, dy invece éi {j^^dott C^)'^' C^)*^*» *" 

rremo ' \ 

( A ) dpdy -t- '^dqdx H- hdxdy — s (^dy* — Mdxdy -f 

A qneeta eqnazioBe sodisfaremo se avremo 

. p . r dpdy h- T^dqdcc -4- hdxdy = o 

^ ^ • • • • • 1 d[y* _ Mc£a;rfy H=. Hidx' =: o 

Ora fa seconda di ijueste dac equazioni isi decompone in queste due 
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dy ^~ mdx = o^ dy — fidx = o essendo «5^ le radici dì qué- 
sta equazione di secondo j^ado 

a" -♦- Ma H- N ?=3 o e avremo dùnque questi due sistemi di e- 
quazioni \ 

{dpdy H- Ndqdx ^ hdxdy =?= Q # 
dy — adx = o - 



r ^P^y ^ Ndqdx H- hdxdy = o , 
L dy — ^dx =3 o , 

ovvero ponendo nelle prime equazioni il valore di y ricavato 
dalle secoiidei 

* 

r \ c €ùdp ^ Ndq H- h»dx = o 

\ dy — »dx =0 

(a) ffidp-i^ Nc/g ^ Lfidx = o 

X dy — fidx =0 

ciascuno dei quali soddisfa air equazione (A). 

• Sipponiamo che in qualche modo si ricavino dal sistema ( i ) 
due equazioni V == a , IT = 6 , le quali ne siaiio gì' integra- 
li completi per essere a^b costanti arbitrarie, o possano tenere 
il loro luogo per esserne dipendenti 9 e sarà allora U = ^(V) 




\ 



zioni ( I ) ; queste sono soddisfatte da V = a , U = 6 , ov- 
vero dV s= o , dU = o : dunque la proposta sarà soddisfatta 
da queste medesioje equazioni . 

Ora r equazione U = ^ ( V ) dandoci dU -^ ( ^ ) dV == o , 

e dovendo essere vera indipendentemente dalla forma della fan- 
zione > ci somministra appunto dU = o , dV = o ; essa dun- 
que soddisfarà alla proposta , e ne sarà in ' consegaenza V ia* 
tegrale primo" completo . * - 

Chiamasi integrale primo di un' equazione à differenze par- 
ziali del secondo orxiine , un' equazione di primo ordine da cui 



i 
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quella dipeùda: icoflii^co sa contiene uoa faà^ionb) arbitraria',. 
, Nella ised^ima m^niem se 1' altro sistema {ì) /ci ni ara 

U' = è', V' = xz', sarà U' = rCV'/ua altro integrale pri- 

ino completo . - 

Readeremo con esempj più chiara questa Teovìa... \ 

§. 250. Per un primo esempio snpponiagio che i cpefficien- 

ti M , N , L siano quantità costanti; J* integrate ailorà -deil* e- 

quazione . 

(£i^)H-M(.^j H-N(|^)-hL==o dipenderà da uno" dei 
/sopra trovati sistemi 



( O { 



adp ^ ISdq -f. Txxdx 
dy — adx =: p 



(3) 



\ dy — ,^dx = à 



9 

i quali» in questo -oaso, sono facilissimi a. ti;attai:si ^n^ ree jdei 
coefficienti costanti. Le due quantità a 3 fi ;sono Je d?ad;ci ^ell* e- 
quazioue 

Integrando le cqua^jicni , le quali .compongono il jirimo sì- 
stema , si trova ' * , 

»p H- Nj •+ Laa? = i , j' — aar c==: .a , ;cssen(Jo 4& ^ a dfac. «•• 

stanti arbitrarie; sarà dunque . • . • - 

mp ^ ^q ^ hax = ^ ( j^ — mx) uno degli integrali primi 

completi . 

Dal secóndo sistema poi si lOtticne 

Pp •4-"Ng H- Ij/3x ^ '¥{y — fix) j che sarà Y altro integra- 



le primo coi»p]fito . \ :. .,/ 

^Essendo ciascuno di questi idtegrali primi un* equazione a 
differenze parziali del primo ordine, potrà integrarsi per ciò 
che abbiamo detto ( §. 240 ) .e si ^vra allpra T integrale fini- 
to coitplew della, proposta 9 qualunque sia quello :degU integra- 



\ 
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H prìmi t che g* integra di nuovo ^ giacché ambedue dafratinp 
lo stessa ' i4snItato . Inqtifesta guisa per integrare T equazione 

a(g) -^ N( j^) H- Lfltar — p{y — «a? ) = o dovren» iatcgra- 
re le.daé equazioni a differenze ordinarie 

dzt H- LancCx.== -^dxp^jt — ax) = dxp{y — ax) consìde- 

- « 

tando la costante a come contenuta entro la fan2Ìoiie arbitrar 
ria (p . 

La prima di queste equazioni ci dà 

y — 1? 0? = a% e la seconda -' 

z^^ hai — fdxpXy — : no?) === & ; ma essendo N = a^ la pri- 
ma equazione ai riduce a 
y^ — ^it t= é^, e ponendo ncìh sedoada invece dS y il suo vsè- 

lore a' -4- ^a? , ella diverrà' 

at H- ~ — /^^ {« -H- ( ^ H-«) «} = &\ oTvero» . 



i^ H- — — F {a' -f- ( |3 H^ « ) a? } = &S o vvcro- 

S «^« Efl — F(jf — <M7 >= fr". 

li* integrale dùnque- finito complèto della proposta sarà 
2 ^^h!^ F(y fltóc)= f{f — (?«), ove P ,/ indicano» 

due funzioni arbitrarie delle quantità che sono tra le parentesi . 

■i^rattando egualmente V altro integrale prillo y si giungereb- 
be allo stesso risultato . , 

Avrebbe potuto trovarsi lo stessa integrale finito sostituen^ 

do nèireqi?azione 

4z » pdx -i-qdyr ^ ^^*®"' ^^ i>, e ^1 3 » ? facendone in segui- 
to 1* hitegraziode : infatti i et» otteioti integrali priori ci dan- 
no per p e per q questi valori 
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^^•^ fi 

|_ (Pfgag — dj^y^iy — /3a?), che integrata ci dà 

ovvcffo « copsìdei^odo i coefficienti costanti contei$ati eatxo le 
iìinziom arbitrarie f 

• a 

a; = — ^ H- ^U — *«3 H-./(.y — P*)^ con* fiopra. 

Possiamo «dare ant^he altee fonne a questo integrale finito: 
se noi poniamo infatti 

n(y — »xy -^ m{y — fix)* , e determiniamo ss ed a 
in maniera che 

no* H- mP* = — > TiM^ mfi = o^ sì. avrà 1* integrale finito 

••'*'-'■•• . • ■ ' • 

così espresso 

■z s=5 — S^ -+. F (> — »») ^f {yr—fix)i « detennioflo- 
. òóìe in modo che 
no" H* ^P^ = — 9 is -4*«n = 09 si ha ancora quest* altra «^ 
«pressione per V integrale finito 

Totte queste espressioni dell* integrale, finito » per quanto di- 
verse in apparenza) sono in sostanza la stessa cosa; si. potreb- 
bero verificare con la difièrenziazìone 

§. 251. Se neir esempio precedente la qtiantità L fosse n- 
na funzione di a? e di jr , ecco allora come si tratterebbe . . . 
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Ginnti al solito al sisteoia^ delle iliie equazioni ^ 
mdp H- Ndg H- Lacfo: = Q » dj •— adoc = o » avremmo su- 
bito dalla seconda . ? ^ ' 
y — ax = a , quindi ^ = a -{• a^itrr la prima poi ci darà 
«p -th Hg Hr W/Ldjc =^ 5'> oVeli strà^ sok^'iini itfmtiòne di x > 
da chkc per, y avrem posso jl. respetfiyo valore. Sarà dunque 
ap -{• Ny H- aflidx =1 p{y — tix) un integrale primo com- 
pleto^ della proposta : efu^lownte potrebbe trovarsi T altro iote*- 
graie primo . ' ' 

• Sùppotìiamt> che eseguita Tìmè%t2L±i6xìésìAfhdoa^^i^V^^ 
e riponendo in V per>t il sua valore, tofoerà: Y: .adrdsts^ixt: 
una funzione di x , jk > e Y integrale prima §arà : , , 

up ^^ Ngr H- A V =2 ^(jf — fltx) ; T integrile Completa poi ài 

^tiest- equaz-ìene a differenze parziali dfel priiBFa orérne h sarà 
r integrale finito completo della proposta!.. * . : :/ 

^ Per ottenerlo V si perve^r* come nel casa considerato qm 50- 
ora/ al sistema di queste due equazioni diffèi^hziàli Ordinarie. 

dy --. — aar = o, dz^{'Ydx = — dxp{^y' — ax)^ 

La prima ci dà 

^ — ^ X s= a"^ e quindi \y = a -li- — a; ^^ è <|uesta valore di y 



sostituito in V > rende V soltanta funzione di x . Ragionanda 
ora oome al §: aiitccedeùte % a^rinao» per X i^^t^ale eampleto* 
della proposta 

z ^fVdx — F( jr — ax) —f\y — /3x ) : V unica differenza 
consiste nel seconda termine: ivi è -— r quiyiyVax^ 

Supponiamo che eseguita che sia 1* integrazióne, abbiasi 
fVdx = V , sarà V lina sola- fónzione di x : sé però ripe- 
niamo in esso invece di a' il suo valore y^-^—Xy tornerà al- 
lòra ad essere una funzione dì x e di y^ 

pec oecBtpip' li s=i. X* ^ oey r » avrà 



/hdx == {a:* H- * ( <2 -f •* )} <^ar=tt 7 H- ~ ^ 7-* » ^T^^"*^^ 



i 
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V = — 

3 



dH 



•• 



3 » ^-^ 



' 3 ^ a ^ 2 



/Vd« = {Ì(.-Ì)H.^(a'H.^x)>ctc = £l(._±)^ 



X'«' 



— , e (Jurndi fatto a= y — ^x 



a. 3 ' a. 4 

V :»Ì^(Ì —± — 1) 
^.3.4 a a ' 



3-4 



(:» 



et 



A) 

2 ^ 



— : sarà pertaùto 
2.3 ^ 

2.3 



F(jK~fliA?)=/(j' — px) 



r integrale completo deir equazione 






d** 



M(S) 



N($l) 



a?* H- ^ === o , ove M , N sono 



3 



quantità costanti . 

§. 252. Per integrare r equazione 

— Q,pq$ ^^p^'t =^ o ne faremo il paragone con la formula 
geireralfi del §. 249 . Avremo allorjr 

M = — H^, N = ^, L = o, e le due equazioni (E) di 
quel §. sono nel nostro caso 



dpdy 






o > dy* H* — dxdy 



Cdx' 



o. 



Il primo membro della seconda è un quadrato perfetto , e 
perciò le due equazioni in cui essa si decomporrà > saranno e- 
guali 9 e quei due sistemi ( i ) ) ( 2 ) si ridurranno ad un solo 

dpdy -H ^- dqdx = o > qdy -h p4^ = o/> ovvero ponendo 

sella pt4fBa. il valofe di y rica\^atD dalia seconda 

qdp — pdq =r o > pdèc *4- ^y =^ ci :* la prima di queste e- 

&> e la seconda > e^nd6 

pdy H- qdx = cf jz; , ci dà 2; = a , quiadi uo integrale primo 
sarà p = jF (2;). 

Per avere Y altro integrale primo air equazione 

y<fp — prfg =a p molliplicata per -4 » aggiuogiamo la seconda 



qtiazioai ci dà -^ [ 
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pdx H- qdy == o moltiplicata per ~ , ed avremo 
xtfj^-pjf) ^ £f5 H- dy ~ o , il cai integrale h 
^ ^ y z= b: avremo io consegneoza 

f? ^ jf = y'( z ) per esprimere Y altro integrale primo della 
n ' # 

proposta . 

L' integrale finito poi si può subito ottenere eliminando 
i- per mezzo dei dne integrali primi / e si ha 

ocF(z) ^ y =;= /(«;), che è il cercato integrale completo, 
perchè F(z),^(z) rappresentano due diverse funzioni arbitra* 
rie di jz; . 

Sia proposta T equazione 

(S) - (^') -*• rh ^tA = o » ed il di lei integrale dipeo- 
derk da questi due siatemi d' equazioni 

f . , «-2^ — da '^ '^— dcp =s o t . 

( i) < ^ * *-*-y 

•^ dee = o: 

H* ^ = o , 

da ciascuno dei quali dovrebbesi ricavare nn integrale primo . 
La seconda equazione del sistema (i)€i dà^-~-a?s=a, 
quindi y =s a ^ x f e perciò la prima diverrà 

dp — dq ^ — 4^ <2a? =5 o , ed a causa di dy — cfa? = o , ella 

si potrà così trasformare 

dp — dq ^ —^— { pdx ^ pdx ^ q {dy — d^r )"V = o , ovvero 

àp — dq ^ — ?-— {ydx — qdx ^ dz) = o , il cui integrale è 





Ux '^ a 
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(p— .j)(2a7-4-a)-4*a2;=6, e Y integrale primo completo 
(p — 5)(aa?H*a)H* as == F(a), e riponendo per a il 
suo valore 

La seconda equazione delF altro sistema ci dà ^ -4* ^ = fl% 
la quale cangia la prima in 

dp ^ dq — ^ cfx =r o > che non potendo integrarsi , «i dica 

son essere ottenibile un altro integrale piimo . 

Per avere V integrale completo cercato , trovisi V integrale 
deir equazione del primo ordine 

p ^ q^^t^ ^ li^-yJ ^ o. 

Applicandovi la regola data al §. 240 9 si avrà il sistema 
di queste due equazioni 



dy^dx==Oy dz-^ /lifLzllr^) dx = o, dagr integraU 

delle quali dipende V integrale cercato . ' 

La prima ha per integrale j^ ^ or = a > e questo cangia 
la seconda in 

dz ^ — dx s= ^^i?^m? da? ^ il cui integrale si ricava da ciò 
che è detto al $. 1 25 , ed è 

;&=ae ^ \C ^fe^ . '^^^^""^^ dx j essendo G una costante 

arbitraria . 

L' integrale dunque completo della nostra equazione sarà 

z^e '-"'{^(xH^j^) H^/e^^^-?^-^lfa?) , facendovi 

a =: X '^y ad integrazione eseguita . 

§. 253. Prendiamo orai a considerare Y equazione generale 
lineare del secondo ordine 
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(A)....(£-;)-^M(i;^)H.N(^)-4.L(S)-^p(g)^ 



Qz H- T = o, nella quale M ^ N , L , P , Q , T sono fun- 
zioni di X ^y . 

Nói potremo ridurre quest* equazione più semplice introdu- 
cendo opportunamente due altre variabili co , invece di a? , jf . 

Supponiamo dunque che z sia funzione lUdue variabili o),l, 
essendo ciascuna di queste funzione. da determinarsi di ^^j: 
avremo allora 






dz \ / dz\ fd^ \ . t dz\ f d^ 



(-^) = (2)(5)-^(fs)(S)' 









V jy» ^ '<4^a^i\dy' ^^ ^ d^d%' ^dy' ^dy' ^^ ^M'^' ^dy* 

d%\ fd^^K . /^«N ,^»e 



Facciamo le respettive sostituzioni nella proposta ^ eA es- 
sa prenderà la forma 



T =: o^ essendo 

^^ \* . Ti/r /" ^W \ / d^ \ TVT / ^w \* 



^ i/j» ' • ^dx'^dy^ ^ ^ dy' ^ 



M'= .(£)(|) - M{(g)(^) . (£)('^)>-iN(l;)(3), 
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n'=(|^)'-i-M(£)(g)-i.N(^'r, 

L' = (^t) M- M(|J^) H. N(^) -H L(£) -,- P(g). 



Ora essendo to , 9 dne funzioni indeterminate ^\ x ^y fac- 
ciamole tali che annullino i coefficienti R,N', ed allora re- 
sinazione 5Ì ridq^rà .di questa forma più semplice assai della pro- 
posta ( A ) . 

tE) . . . . (|;i) H- A(g) -^ B(^) H-C^H- V == o, nella 



r 



d^i^' \i/«a' ^.d% 

quale le variabili sono u) > A » z ; ed i coefficienti . A , B , G so- 
no funzioni delle (o > ; infatti le condizioni che ^^bbiamo ap- 
poste alla determinazione di oj e 9 ^ ci danno 



à^ \» . Tir t d^a \ / dw \ . Tvr / ^^ 



) (g)-H-M(«^)(g)-i.N(g)'=o. 

(,^)'-4-M(^){|)-nJ(|r = o, 



idalle quali si ricava 

(Ìi) = (|){-TM-V(fM"-N)}: 

queste sono due 'Cquazjoni a dilFerenzc parziali del primo ordi- 
ne : integrandole dunque (^40 )V troveremo per w e h una infi- 
nità di valori ^ tra i quali scicglier potremo * i piii semplici ; 
per mezzo di essi poi troveremo i valori di a: ^j^ espressi in 
to e , che sostituiti nei coefficienti clella proposta ^ li cangeran- 
no in altrettante funzioni , di co > • . 

La trasformazione per mezzo della quale T liquazione ( A ) 
è ridotta ad uim forma assai piii semplice ( E ) 9 non può se- 
guire in due casi ) che io* mi accingo a decifrare . 

Tom. Iti ^ O o 



J 
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Riprendiamo T equazione 



Se fosse M = o , N == o , essa ridarrebbesi 



é*% \ . T / «'S \ , TXfiit 



(^) -*- ^(S) -*• P(^") H- Q2i H- T = o , e ri avrebbe 

(^) = o, (^) = o, per il che «,^ debbono essere funzio^ 

ni della sola y > e qnindi non possiamo determinare x in fun- 
zione di co e di 6 . . 

Il secondo caso ha Inogo quando N = -^ M^ ; poiché aliOi- 
ra abbiamo 

(£) = - ^M(^), e (^) = - iM(|), ed « viene ad 

essere fonzione di fl. . . 

Le due variabili co , non sorno più indipendenti Y irns 
dair altra, e siccome o?,^ Io sono» non ponno pei'ciò esser da- 
te ciascuna in funzione di oj , . ^ 

In questo caso ci regoleremo cosi : lasciando stare y , sup- 
poniamo che z sia una funzione di y e di oa , essendo anche %j 
una funzione di a?,j^ dato da quest* equazione . 

■ 

(^^) = — -i M(^)-* si avrà allora oc in fuozicMie di cj e di/, 
e quindi ' - , 

t 

la quantità {j\ ci indica il coefficiente di dy nella diflTerenza 
di z considerata, come funzione di w e di j^: avremo in seguito 

/ d^z V f rf*g^x fdj^\ /djf,\ ^M / <^*g y fé^\ .,• f 4£\ ( -^*" \ 



z' 



\ 



I 
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f i^ \ / ^« \ f *? V — u l — \ .-i- (^\ ( *1^ \ -j- c% ( J^* Y / ^ > 

ora se noi sostitniamo questi valori nell* equazione (A), e vi 
facciamo 

N « i- MVj ( j^) = -^ 7 M(g), si vedrà che ella si può ri^ 

dnrre a quest' altra forma più semplice 

(E-) (^!)'H.A'(gyH.B'(J;)H.G2H-V' = o; 

Al maniera che T equazione (A) ^rà sempre ridjicibile ad a- 
na di queste due formfi 

(S^) H- ACg) -1- B(*) ^ e» H- V = o , 
{7^) -»- "fS) -»-^(s) H- « H- V = o . 
^. 254. Consideriamo pertanto 1' equazione 
(E) • • • . (i^) H- A(f:) ^ B(g) H- Gs H- V « o, -, 



--1 



= -Ve 



Per integrarla io faccio z =e fiy indicando per a^ fi due 
funzioni di x^y da determinarsi. Ciò posto, la suddetta equa* 
zione (E) si cangerà nella 

poniamo per determinare « 

( I ) .'. . . (^) -+ B = o , e-per determinare ^ , 

(»).... (£|)-(.{(|)H.A}(g) = -Ve-j bisognerà 
allora che <}aeste due equazioni soddisfacciano alla terza 

(3)- ••(;^TH-'{i'){i^)H-A(g)-^B(t;)-^C = o. 

17 equazione ( i ) ci dà subito 



-^a 



\ 
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n r= — fBdx -4- p {y\^ e sostituendo questa valore di « nell'c- 
qoa^ione (3)> d'ebbe questa esse^ soddisfatta , per il che si ha 



riB 



In quest* ultima equazione è contenuta la relazione che regnar 
dee tra i coefficienti della proposta ), onde abbiasi per integrale. 

Per soddisfare air equazione (P) potremma porre anche 
(>)'---;.(5)-<-A=»o, 

(»)'•••• (S^) -*- <(£) -»^ B> (f ) = - Ve-', 

ed allora i^ valore di «. , dalla prima ottenuto , avria dovuto 
rendere identica V equazione 

(3)' ■ •• • o-*-(g)(f:>-*-A(S>-*-»(0>-^^=°' 

ciò che succede «e 



== AB H* ( — )r r equazione dunque (E) è integrabile ìa 
questi due casi ^ 

C = AB H- (^) , C == AB H- C^) ; e r integrale ne è z- = 

e j3 , essendo a , /3 date dalle equazioni ( i ) , ( a } nel primo- 
caso , e dalle ( i )% ( a )' nell' altro . 

Sono dtiuque integràbili queste due equazioni 

(sfe) -<- A(S) -*- B(|) -<- <AB -<- (f )} * -*-^ =■*' 
(sj) -^ -^ (£) -^ B(fp H- {AB -^ (f^)> /^ T = o . 

L* equazioni poi (2)^(2)' sono facili ad integrarsi : io* 
fatti per la (2) facendo (^) = ix» si ha 

(g) ^ {(g) -i- A} M = — Ve""**, equazione del primo or> 



\ 
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dine di jcni V integrale si è dato al §. 125. , ^e trovato u > si 
ha sabito ^=^ fùdx h- p{y) • 

Il simile si dica dell'equazione (2)'- 

* 

Per farne na esempio >, sia proposta V equazione 



V 

.\ 



(£!L) — (?) ^(-)H-— — TT 2i = of facendo ' 

C = — ?— — , A = — -^ =? B ,, si ha appunto 

e = AB H* (^) ; dunque essa è integrabile,, ed il suo intc- 



CL 



graie è ;s = e ^ , quando ^t , /3 si determinino per mezzp di 
queste equazioni 

(^) !_ = o. 



La prima dà ) 

a =' — ^{^ "^ y) H*i^ £b«f ^ e siccome la costante può es- 
sere una funzione di «^^ percip si avrà 

» = Z -J^— , e quindi e* =» -^^ essendo ^ funzione arbitra- 

ria di X . 4 

Per integrare T altra > facciamo (^) = u, e si avrà 

j£ se (»->>*y<3>) essendo ^ C/ ) olia funzione arbitraria di y . 

m ^ 

/ Trovato Uy sì avrà ^ e sarà 

avremo pertanto y 

j3= -i {/(ai?— Jy)*T(^)<fy-^F(a)}, e quindi \ 



/ 



I 



/" 



I 



r 



> 
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I 

/ 



do F(^) una funzione arbitraria di a;, e Y(j^) di^ . Se si 
facesse T ( j^ ) c=: o , si avrBtJbe per z il valore particolare 

» * %•» 

$• 255. Soppoaiamo ora che neir eqaazione 

C = AB -j. (g) , n^ = AB H- (^): la più piccola riflcssio- 

» 

ne ci farà vedere che possiamo dare all' equazione la forma 

^(^^KB{(g)-*-A^>-i-{G-('^)-AB}z^ 

. V = o . 

Ora facciasi «'=,( — ) ^ A«, e si avrà 

{%) H. l^z' H- {C - (^) ~ AB}>; ^ V = o , 
Facciamo M = G ~ (^) -^^B , e ci verrà 

Se coi differenziamo quésta ultima equazione per I-appor- 
to ad ^ , otteniamo V equazione , 






o y che aggiunta alla precedente moltiplicata 



dz 



per A , e facendovi z invece di ( -? ) -h A2J , diverrà 



\ 



/ 



\ 



\ 
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-^yz ^z H- y~) •{. A ^ = o , ovvero moltiplicando 
tutto per M " 

0^,)-^{A-i^(^)>(g:)H.B(|')-,{M(^)-. 

\ ■ V 

ABh.M>^'h.m(^)^AV = o, nella quale in- 



dicando per A' il coefficicnt* di (g) , per C queUo di z' , 
e per V la quantità indipendente da z , si otterrà 

c^ì r iat€grde dell' equazione ( E ) dipende da quello della 
(E), giacché trovata z\ si ricava z dairintegrazione dell'e- 
quazione 

^ = (;^) -♦• A« : il. valore di z si può anche avere dall' e- 
quazione qui sopra trovata 

(5J)-*-Ba'H-Ma-4.V = o, che ci dà 



t 

Quando dunque , non essendo integrabile l' equazione (E), 
lo fosse la ( E' ) , dall' integrale di questa seconda si ricavereb-r-? 
be quello della prima. 

L*^ equazione (E') è integrabile in questi due casi 
C = A'b'^ (|) , Q « A'Bh. (^') : in questi casi anche 
sarà dunque integrabile la, proposta . 



\ 



9 
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I Facendo j^' =1[^) H- Bjs, avrebbe potuto dedarsi dall' e- 

qtiazioDC ( E ) r equazione * -• 



dxdy 

V 



AB H- M} a' H- m(^) -t- BV = 0, ovvero 

essendo 

M==C — (^) — AB. 

■ 

. Dair integrale deir equazione ( F' ) dipende quello della 
(E), e perciò q^csta «ara ancora integrabile nei due casi 



y^' 



■ 

Se neppure 1 criterj d' integrabilità dell' equazione 

(E-) • • • • (|:è)-^A-{f )H-B('|)^C*--i.V-. 
sono soddisfatti^ noi la trasformeremo/in un' altra 
(E") . .. . (?^)-i- A"(^') ^4^*fi£ ) H- C V H- V 




nella qnale z"., A" , C" , v sono format^ di «', A', C, V co- 
me quesiti qui di z , A , C , V . 

Se poi l'equazione (E") -sarà integrabile^ io sarà anche 
la (E'^ , ed in consegnenza la (E) ; « .così idi -s^oito . 

Si veda una Memoria <iel Sig. La -Place «egli Atti dell'Ac- 
cademia, delle Scienze 1773. 

§. 256. Per farne un .esempio -, sia 1* equazione 

Fattone il paragone con- 1' equazione (A) del §. 263-, si Iia 



i 



e ALGOSO . IUT^OR A Jl,B CAB.. X. ^'g*^ 

e colendone la trasformazione in nn' altra tra le variabili (o > ft , si 
hanno queste due equazioni per la determinazione ^elle due nuo- 
ve variabili 

(S,)* = 0' ' O' = iii^'' ^»"» "V^ii » riera 

( S ) - ( 5 ) = o . (;S ) -t- .(| ) = o . oni « soddisfa con « = 

L' integrale dunque della propo^a .si ridnce a quello di 
una equazione di questa forma 

(:Sr) -*• A(è) -«- ^(5) -*- Cz H- y = o tra dne nuove va- 



riabili ;(o ) > le quali sono date in x ^y . 

Abbiansi sott' occhio le denominazioni del. citato §., e ve* 
dremo che 

i=:— .4, L' = — ~t F = -^,e quindi 

— ^ B =: -^ ^i C == ,0 y V" = o : la trasformata sarà 

• ■ » 

.dunque 

z è (iinzion© .delle variàbili w , < . 

Paragotiianfio .ora quest' tiltima «quazionè (e) con» la (E) 
del $. 254- i ed avremo 

^t=x, a=>, A = ^j, B:±=r_ ;;^-,>€ = 0, V==0; 

sarà poi queir equazione integrabile^ se -avrà luògo tona di que* 
ste due condizioni 

Tom. IH P p 



\ 



S98 MATEMATICA SUBLIMI 

Ge=:AB-^(^)^ G=sAB-4-(^): ora' non avendo luogo 

alcuna di esse > come potremmo vedere con la sostituzione dei 
respettivi valori dì A , B , G , conelnderemo che 1' equazione 

grabile facendo 2 = 6/3. 

Per qaesto incominciaiiio. le trasformazioni di cui si parla 
^ $• /255* > ® seguendo quanto vi si dice» qoest^ equazione si 
trasformerà in un' altra 

ove sarà 

»- = (S) H- ^2> A' = A-à(^)i cr=M(l|) 

AB -^-M; M=sG — (— ) — AB , e quindi sostituen- 
do i valori di G , A , B >/ e facendo le indicate diffòrenziazicH 
rày avremo 

V' s= o : r equazione dunque cui viene in questa guisa ridot- 
ta la (e) t sarà 

Quest' equazione è quella stessa che presa abbiamo per 
esempio al $. 254. j e per la quale abbiamo ottenuto ( le va- 
^rìabilì x^y caogiansi in 00,0 ) 

z = jj^^/( » — « )• T ( « ) d» H- ~ • F ( « ) » facendosi l' inte- 
grazione nella supposizione di w costante > 

Trovato z' si ha z dalla formula dello stess» €. 955- 1 



/ 
I 
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j, = _^{V^B»'H.(g:)>. e per noi = - i{V -f 

Questo valore di s ^ F integrale completo 4lell' eqaazione 
{«) , ed in fonsegaenza della proposta 

(5^) "■ (^) "^ f ^£) = *** qaando in esso, ad integrazio* 
ni compite > isi faccia 

Se noi facciamo lir^i) z= /d6r{9)^ ▼ X* ) = /«^^ '''X • ) » 
Y^^ ( «= /<i6 "V {ò)^ Y espressione della z si ridnrià anche a 
qoesta più semplice 

s = ((o~.l)T,(OH-aT^<fl)H-F(«))-.^.(^), ovrero 
fatto (^) = F(»), 



jB = aa:TX> - «) H^ flT ( jr - a?) H- F(j^ -t- «) - «F(> -I- «). 

$. 357. Esponiamo ora nn metodo datoci dal Sig. Le -Gendre 
per r integrazione dell' equazione 

Supponiamo che qnest* equazione sia il risultato dell' eli« 
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niinazioae ài z! tra le dae equawooi a differenziali parziali del 
primo ordine ■ . ■ •, 

( Ili) ••»».^ j •> 

ed i Valori di.m ffi yl jt ^m'\v si 'tw>v£rann(J così : 

Differenziamo la prìioa di queste due equazioni rapporto 
ad a; , e quindi rapporta ad j^ , ed avremo 

fatte ora le debite sostituzioni nella seconda equazione >> diverrà 

(è')*'"(;^)- (0)(5>*'(z'* (f)^-'»»'(5-') 



e quindi fattone il paragone con la proposta- ,, otterrema 
in -f- /«' = M , mm s= N , 

Queste equazioni ci daranno facirmente i VtiTori dei coef^ 
iìcienti ^ t « , ^ , f > ra , z> , ed- ip coasegaenz» cQnoscerema le 
due equazioni, tra le quali eliminando z ^ si ricava la proposta . 

L' integrazione do'nqae^ di quelK equazioae dipende dall' in- 
tegrazione delle due equazioni (E). 



= v> 
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Se -ora i coefficienti della proposta, saranno tali da rende- 
re nnllo il valore di tz , se faranno cioè^ /i =3 o > allóra la se- 
conda .di quellQ due equazioni (E) diverrà. 

(^) ^j- 772(^') -h Z'a' =: a;, che essendo nna: equazione del 

primo ordine , se pie riguarderà come scmprer possibile V inte- 
grazione . Potremo dunque considerare V equazione del secondo 
ordine come iptegrata ^ perchè, dipenderà da. equazioni del pri- 
mo ordine . 

Se poi i coefficienti deìla proposta noa avranno una tal pro- 
prietà , allora comincieremo ad eliminare dalle due equazioni 
( E ) la quantità 2; > ed il risultato della, eliminazione sarà una 
nuova equazione lineare a diflferenziali parziali del secondo or- 
dine di questa, forma 

m 

T = o ; facendo^ ora dipendere questa equazione dalla elimina- 
zione di z" per mezzo di due equazioni del primo ordine 

(E') < "' ' '. 

si avranno per determinare m^n^l^l^n\v delle equazioni 
in M' , N' , P' , Q' , K , T' , simili a quelle trovate sopra in 
]\I,N,P>Q,LyT per determinare le lettere dello stesso nome . 

Se pertanto i coefficienti M%N' ec. saranno tali che ren*- 
dana n :=i o ^ si potrà ottenere il valore di z\ quindi <juello 
di z , e da^ questo avremo quello di z • Continuando lo stesso 
andamento , si traveranno continui casi d^ integrabilità dell* e- 
quazione proposta . 

Tutti questi metodi non sono però che particolari , e ci 
laserano seo^pre desiderare , come ai>l>iam detto qui sopra , una 
Teorìa completa per V integrazione dell' equazioni a differenze 
parziali, • 

§. a58. Per V integrazione deir equazione 




/ 



i 

ì 
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(~^.) H- M(-^) H- N(^) = o non ponno adoprarsi i metodi 

precedenti qaando M ed N 9 sono funzioni di p ^ . Ecco pe-' 
rò come il Sig. Le-Gendre ne fa la trasformazione* 

Neir equazione dz = pdx H- qdy > p e 5 sono due fun- 
zioni di 0? e di j^ , eé in conseguenza potranno viceversa ri-* 
guardarsi le stesse x , y come funzioni di p e di ^ . Fatta que- 
sta considerazione 9 la regola dell' integrazione per parti ci oarà 



z ^=^ px ^ì- qy — /{xdp M* ydq) , e ponendo 
xdp -+ ydq 3=r dv , sarà 



z =z px ^ qy — Vy a? = (^) , y = (^) : si vede dunque 

che se conosceremo in qualche modo il valore di v , che dee 
essere una funzione di p e di ^ , allora eliminando per mez- 
zo di quelle tre equazioni p e 9 , avremo un' equazione fra le 
tre variabili z^x ^y y che ci darà una di èsse espressa io fuOr 
zioue delle altre due . 

Proemiamo ora di trovare un' equazione tra v jp ^q . Il 

coefficiente differenziale (€1) n=s {^) suppone^ costante > ed ia 
coQsegaenza nulla la differenziale di (—)* dunque 



Ora a? = ($!) ci dà 

dx == (^)cf/> H- i-f^ìd'^ì 6 ponendo inrece di dj il suo 
valore 

dx s=a ■■' '^^ dp j considerando pertanto « come 



fanzione ' di p > sarà 



\ 
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(^) =»: (0) rappresentando per a quel numeratore; e se 
rignardìamo p come funzione di x > sarà 

Nella stessa guisa troveremo 

Sostitniscansì questi valoii nella proposta > ed avremo 

> 

(S^) - ^(;^7,) -*• N(0) = °' ^»^«^« «'i^^ dare il 7a. 

lore della faozìooe incognita v* In qaest' equazione le varia- 
bili di cui è composta la funzione) sono j' e ^) ed i coefficien- 
ti M^N sono funzioni di quelle variabili stesse. 
L' equazione 

<« H- 5') (^!) - m{~j,) -I- (1 -»-i)')(g) = ceni non 

potrebbe applicarsi il metodo spiegato nei §§. precedenti > si ri- 
duce subito a quest' altra 



('-t-2')(^)H.2p2(;ii)^(iH.p')(^!) = o, tra le 

tre variabili p ^q ^v j la quale è suscettibile di quel metodo . 

§. 259. Ma a proposito di una siffatta integrazione possia- 
mo anche adoprare V artifizio seguente • 

Ripresa V equazione 

( 1 H-P*) (^4) - mi£r,) -*• C^. -^. «') (0) = ^' nguzvàìz. 

mo le tre variabili » ^y tZ come funzioni ciascuna di dfte al- 
tre rariabili ■« > d ? ed è chiaro che se potremo avere tre equa- 
zioni di questa forma 

a? =s F(w , fl ) ; jf =s= ^(cj , fr) ; » =s T(w , d) 1* eliminazioae 

di «» e di ci darà un* eqtiazion|3 tra dP,jr>z> . 
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Posto questo^ avremo 



dx \ J.^ . idx 



^^ = (x)^«H.(^!)cffl 



duà ^ ^ Jh 



ma essendo z funzione .di x^y ^ «ara 






•• -^ ■ 



Da queste <kie «equazioni .troveremo i' -.valori di p « di ,5,' 
e facendo 






' ^ 



r*^\ ri^ì r^ì (^) =i ;M 1 .ravremo 



* Saranno poi identiche lo rdue equazioni 



(E) 






O-ì 



o. 



Trovati i valori di p ,5, conviene trovare qué >di r /* , « 
espressi per le nuove variabili. Avremo per questo 



y 
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<^) -^(E) (sH ^S) (|)- *(£) (|)- '0<^)- 









,€ sostituendo in queste equazioni i valori di p e di g, si avtà 

;r(S)-}. ■ ■ ■ . ■. 

I't0.)'*-N('^,)'-*-M(ÌJ)=:L.{r(i-)(|>^s(g)(J,). 

^alle quali ricaveremo i valon di rySyt]e facendo avverten- 
za alle riduzioni che nascono dalle «equazioni identiche ( IS ) > 
avremo 

L'r. = (|)- {L(g) -^ W(0) -4.M(0)} - a (g) (S) x 



Tot». ///. Q q 



\ 
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N(^0-M«(^)>: ^ , 

ora sostituendo neir equazione proposta per P > 9 > r » 5 > f i re- 
spettivi valori, avremo questa trasformata 

{($)■ H- (§)'-*• (il)-} {LCg) M- N(g ) H. M(0_)} - 



N(Sf ) -*• M(|i)> H-. {(f:)* H- (Ir -h Cg)-> X 
{l'{9)H-W($)H-M(9)}=o. 
Qaest' equazione sarà soddisfatta se noi poniamo 

Le ultime tre di queste cinque equazioni ci danna. 

«; = F"(wJH- /"(«), indicando per F(w)/F(w), F'(«) 

tre diverse funzioni- di w , ed egualmente per jf ( ♦ ) > /^ ( • ) t 
f (9) tre diverse funzioni di 6 . 

Questi tre valori poi di x ^y ^z dovendo soddisfare alle 
dne prime di quelle cinque equazioni , aT^emo tra le sei firn* 
zioni quéste due equazioni ( si scrive F^yca, per F(«)t 
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if.y -^ (f •)' ^ (f^)' = °' ^^ '"^ conseguenza 

jr=:F(w)H-/'(0 

Questo sifitetna di tee equazioni «ai'à V integrale completo 
della proposta : anzi bastando dne sole unzioni arbitrarie , pos* 
siamo fare F((o) = w ij"{^) = 0^ ed avremo 

a?=J(«) -4-/(0 

^ =/du)v^( ~ 1 - (£r) M-/d^V( - 1 - (f >*) : re*ìua. 

Il ♦ 

^ìone poi tra x^y jS^ sarà il risaltato 4611' eliminazipoe delle 
é\xe quantità oo /^ . 

Io non .mi trattengo a parlare di più sopra V integrazione 
delle equazioni differenziali parziali » giacché quel , poco che se 
ne sa al di là di ciò che ho spiegato > non riguarda che dei ca- 
si particolarissimi pe' quali sono stati anche immaginati degli ^r- 
tifizj particolari : ne farò discorso ogni qual volta mi verrà in 
acconcio trattando delle afTezioni delle su|)erj(icie 4^arve^ e del- 
le cnrve a doppia curvatura • 

Per dò che riguarda poi V applicazione dei metodi spie- 
gati alle equazioni degli ordini superiori » essa è x^osì limitata! 
« le cHffiooltà vi «i complicano in maniera 9 che nessuno avan- 
zamento in sostanza può dirsi che 'abbia fatto V analisi in qué- 
sto ramo. 

$. 260. Gr integrali completi delle equazioni dif&renziali 
parziali contengono delle funzioni arbitrarie 9 la cui determina- 
zione debbe attingersi nelle condizioni dei Problemi dipenden- 
ti da tali equazioni . Ecco come ci dirigeremo per ottenerla . 

Sia P=:^(Q) r integrale di una equazione differenziale 
parziale del primo ordine 9 nel qnal« ^ ( Q ) rappresenti la fun- 
zione arbitraria , P , Q due funziont date in x ^y ^z. Suppo- 
niamo ora che le condizioni del Problema ci dicano, che quan- 
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do ^^ =r m- funzione: data di a? , debba anche essere 2; = A al- 

tra funzione data di x y si tratta, di- determinare (p in modo cho 
questai condizione abbia luogo .. 

Per questo- nelle: quantità P e Q sostituiiscansi i. valori da- 
ti di y e di sfr ed esse diverranno- allora due funzioni cogni- 
te di 0? t rappresentiamole per X' , X ;. bisognerà che V equazio- 
ne X' = ^(X) sia identica y ciò che dovrà ottenersi con una 
opportuna, deteoninazioner della forma della^ fonziene^ ^ . 

Per questo» poniamo X =« t , e- cavando da qoest* eq^aziio- 
ne il valore di x dato^ per t ^ e^ sostituendolo ia X' divenga 
questo» T ;. avremo- allora. 

T = (p{t) y er così T" sark la: forma che aver debbe la funzio- 
ne incognita: ^(f ) di t .. Dee dùnque (f>{Qy esser fatto di Q , 
come P{t) la^ è fatto di t ^cioè come T è f^tto di £ ; 

Per esempio, avendo* trovata» al §J 241. che T integrale 
dell^ equazióne: 

zar =?= Y(-^) > determiniamo là: fórma della, funzione in. tal gui- 

sa I che fatto x = ^^* abbiasi - z- = hxi avremo* allorai qnest' e-* 
quazione r 

6a?* = "T^^ax) y la' quale dee* essere- identica:. Patto^ ax=:i tv 



si ha. 

5x* =» ^ ; dunque 

A/* _ 



i 



= Y ( f ) y ed in conseguènza 
Y(2.)=rJ^(JL)'; sarà in fine- 



§. adiv Sia ora P =r ^(Q) h^ Sy(R) 1' integrale con»~ 
pleto di nna: equazione a dìffereaze parziali del secondo- ordi- 
ne: P>Q>R,S sona tante fanzioni conoscinte delle variabili 
*>^>»i e ^(Q)) ^(R) sono Je due; funzioni arbitrarie . 



Cerchiamo di determinarle ia tal modo- che fattoi v= « , ab- 

biasi zr= Éy e fatto jf ^ a » abbiasi « = fiT ^ essendo « , 

*■ * 

>«..>|3' quattro fiinzionl date di « . 

X X Jt 

Supponiamo che le sostituzioni di queste^ funzioni in p , 
Q > S , R ci diano queste due equazioni 

* • ' * 

"'* = PÌ^'J) -4- 'z' ^(7*' )t. e- dovremo^ determinare le due 

* JP X"^ ^ X* 

fanzionì ^, Y ia maniera: ehe talt^ eqoozroni nescano identiche* 
Facciamo in = ot ^ u pottà.: sempre* determinarsi ; 

« 

supponendo ora che nella prima equazione- ar cresca della quan- 
tità w , si avrà: 

^;,^« =^(ot;,^J H-^;,^,,Y(r ^Jrlaqnale sottratta dal- 
la seconda equazione ci dà. 

Ora. se si fa r == f >^ si avrà x dato ia funzione di if , e 
supponendo^ che sia. r =: f H^ Af j^ avremo > 'chiamando 

— ^t^^t ^ ^^^^ci^^t^ i^ funzione di ty ed indicando per T 
il prima membro in funzione di t y avremo dissi 

Questa* equazione è' una^ equazione- del primo ordine a dif- 
ferenze- finite variabili ^ poiché At è un^ funzione di t : il di 
lei integrale y sarà dunque^ 



\, 
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t(^) == e ) C H- 2e : ~~. ( , eseguendo 



grazioDi secondo il sistema di dìfTerenza variabile ch^ regna ia 
qneir equazione. 

Trovato come T(f) è fatta di f ^ riavrà si&ito come 
T(R) è fatta di R; ed in seguito come ^(Q) è fatta di Q; 
onde r integrale soddisfaccia a qaelle dne condizióni . 

Si vede dnnqne ohe tutta la difficoltà di qnesta ricerca 
si ridace all' integrazione di Tin* equazione del primo ordine a 
differenze finite yariabili > delle qaalii si è abbastanza parlato 
( Tom. I. Gap. IH. ). . • . * ' 
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